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PREFAZIONE 

DELL* AUTORE 



11 principale oggetto, che io mi propoli nello scrìvere i miei 
Elementi d' Algebra pubblicali per la prima volta nell'anTtjg^, 
fu quello di porre i giovani studiosi dì tale scienza in grado di 
leggere sema inciampo i libri dei grandi Geometri . Dopo quel 
tempo è comparsa alla luce un'opera molto più estesa , parto 
dell'insigne Geometra Lsctoii , nella quale sono raccolte ed ac- 
curatamente esposte tutte le importanti scoperte fatte nell'Analisi 
fino a questi ultimi tempi. Questa opera interessante , che porlo, 
il tìtolo di Trottato del Cskolo Differemiale ed Integrale , pre- 
sentando in iell' ordine e con somma chiarezza e diligenza svi- 
luppate tutte quelle morie, che erano sparse per gli Atti delle di- 
verse Accademie , ha reto per i giovani Geometri più facile e più 
pronto F acquisto di tutte le ricchezze dell' Algebra : e dì una ta- 
le opera raccomando specialmente lo studio a quelli tra i mìei 
discepoli , i quali avendo ben compreso tutto ciò, che ne' mici 
Elementi si contiene, si propongono di penetrare più avanti negli 
arcani misteri della Scienza . Intento sempre a render loro più 
piana la diffidi carriera ho aggiunto a questa terza Edizione un 
Supplemento sopra diversi oggetti, dei quali , per quanto in gran 
parte trattati siano da Loeroi.x , e compresi nella moltitudine ' 
delle cose da lui contemplate, sembrami si possa da alcuno desi- 
derare un ulteriore sviluppo . 

Nel prim'Opuicolo di questo Supplemento prendo ad esporre 
i principi del Calcolo Differenziale ed Integrale secondo il nuovo 
metodo dell* immortale Lagrsnge . Dopo di aver procurato di 
schiarire quelle difficoltà, che possono incontrarsi nella lettura 
della Teoria delle finizioni analitiche , non mi sono lungamente 
fermato in quelle materie, che in tale eccellente Opera sono di- 
vinamente trattate, ma piuttosto mi sono alquanto trattenuto in 
altre, le quali non vi sono che appena indicate , e specialmente 
nel mostrare la dipendenza dai nuovi principi dei metodi più ini- 



portami del Calcolo Integrale . Avevo altre volte concepita l'idea 
dì rifondere lutto ii 11. Tomo, e fare ad esio vestire quella nuo- 
va forma, che presenta il calcolo delle funzioni derivate; ma poi 
mi sono astenuto da ciò fare per a/cune ragioni. Primieramente, 
siccome tutti i libri sono scritti nello stile usato ne' miei Elemen- 
ti , facendo tal cangiamento avrei dovuto lungamente trattenermi 
nel passaggio dalle nuove forme a tutti quei modi di espressioni 
e di calcoli, che volgarmente si adoprano . In secondo luogo por- 
mi , che nelle ricerche niello complicate non convenga rinunciare 
a quella brevità di discorso , che presenta In stile comunemente 
adottato , e basti essere assicurato che quei modi meno esalti con- 
ducono certamente ai medesimi resultati, che con più lungo giro 
di ragionamenti si ottengono da altri principi P'ù "garosi . Per 
li: Medesime ragioni ho creduta bene di conservare la stessa carat- 
teristica del Calcolo Differenzio/ e per denotare le funzioni deri- 
vate, non trovando alcuno inconveniente nell' indicare col mede- 
simo segno una funzione , la quale, per quanto possa avere una. 
origine ed una denominazione diversa , è però la medesima in so- 
stanza , e si forma con le medesime regole . Anzi mi è sembrata 
utile cosa, die nella complicazione dei calcoli un istesso segno 
presenti insieme alla mente tutti i principi' , dai quali può esser 
nata la funzione da tal segno rappresentata. 

Il secand' Opuscolo si aggira per la sua maggior parte nella, 
rspt».; rime dei principi generali , dai quali dipende la risoluzione 
diretta dell' equazioni . .Siccome è necessaria, che sia generalmen- 
te conosciuta e coltivala da tutti gii studiosi dell' Algebra una 
materia così importante, la quale fin qui è in pochi libri conve- 
nientemente sviluppala, ho procurato di appianare le difficoltà, 
die nello studio della medesima si potrebbero incontrare. Vi ho 
aggiunte alcune altre ricerche, le quali temane a completare la 
Teoria dell'equazioni esposta nel I. Tomo. 

Finalmente il terzo Opuscolo presenta il saggio di lina teo- 
ria presso che nuova finora, ed io/alta dalle ricerclu dei Geome- 
tri , cioè della integrazione dell' e ijuazioni a differente parziali 
finite ed infinitesime, la quale per ì molti ed interessanti usi, 
che pretta alla dottrina delle Serie, merita di esser con tulio 
l'impegno coltivata e promòssa. 



OPUSCOLO I. 

ESPOSIZIONE DEI PRINCIPI 

DEL 

CALCOLO DIFFERENZIALE 

SECONDO IL METODO 

DI LAGRANGE. 



I prìncipi '^ c ' Calcolo Differenziale e dagli inventori di esso e 
da nitri Geometri, che l'hanno in seguito coltivato, sono itati 
presentati in varie maniere più o meno rigorose, le quali però 
sono tutte soggette a qualrhe difficoltà, e lasciano nella niente 
qualche dubbio siili' evidenzi dei medesimi principj. Sarebbe 
inutile il ripeter qui la storia dementativi che sono stati fatti 
per illustrare la metafisica di questo calcolo, e condarre i di lui , 
metodi al rigore delle antiche dimostrazioni , la quale è in mol- 
ti libri descritta. Uno dei modi i piti accurati consiste nel ri- 
guardare il c'officiente differenziale ^ come il limite, al qua- 
le và sempre più accostandosi il rapporto ^ , quanto più dimi- 
nuiscono le differenze finite Ax ti ùjr, senza mai giungervi , se 
min quando quelle differenze svaniscono; e di questa considera- 
zione ci siamo noi prevalsi nel volume precedente. Ma quan- 
tunque si render con gli esempj sensibile, che un tal limite esi- 
ste ed i determinatine, convien però confessare che in generale 
il rapporto di due quantità, allorché esse cessano di esser tali, 
cioè quando divulgo no ambedue aero, non somministra alla 
mente una idra chiara e precisa. 

Dopo molti inutili sforzi è finalmente ri esulto ne' nostri 
tempi al sommo Geometra Lagranee di ridurrò il Calcolo Diffe- 

Tom. III. i 
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OPUSCOLO I. 



renaioli! n. furila e videi) uà e rigor", che accompagnano un sem- 
plice calcolo analitico, spogliandolo di qualunque considerazio- 
ne ad esso straniera, e facendolo dipendere dalle regole ordina- 
rie dell'Algebra. Egli osservò Dello sviluppo della funzione 
/".(i-t-i) , che presenta il teorema di Taylor, eie* nella serie 
_ . rffj i" d'F.x i< d'F.x 

**** S-+T -sr+TS-sz-*-- 

il termine che moltiplica i essere il coefficiente differenziale 
, e riflettendo die il medesimo sviluppo ai poteva ottene- 
re ìndi pendente niente dal Calcolo Differenziale con i melodi, 
che l'Algebra insegna, vide che dalla evoluzione delle funzioni 
in serie ripeter si poteva l'origine della quantità consideran- 
dola come il coefficiente di i nello sviluppo della funzione y , 
dopo di avervi sostituito sh-ì in luogo di x. L'esposizione dei 
principi del Calcolo Differenziale secondo questo nuovo metodo 
forma l'oggetto del presente Opuscolo . E poiché ci siamo spes- 
so servili del Calcolo Differenziale nella ricerca delle serie , 
procureremo di ricavare da altri principj quelle, delle quali ab- 
bisogneremo; aJfiocbfl non po^n nusti-ru il ilnbbio <-]u: imi usiti— 
mo un vizioso ragionamento , facendo servire alla di must raziona 
di un metodo quelle verità, che dal medesimo sono siate de- 
dotte . 



Sia data una funzione qualunque di x, che indicheremo 
col segno F.x; ponghiamocì x-t-ì in luogo di x essendo i una 

ramila indeterminata, e svolgiamola in una serie ordinata per 
potenze positive di i. E didente che il primo termine sari 
F.x , ed esprimendo con le lettere p , q , r , ec. i coefficienti di 

P.(*+l)=sF.x+pi+gi'-*ri >-t-ec, 
Noi chiameremo F.x la funzione primitiva, e p la funzione de- 
rivata da F.x, e per determinare il valore di p riavremo svolge- 
re in serie con le regole dell'Algebra la funzione F.(x-w), ed il 
coefficiente, che in questa serie avrà ì, sarà il valore cercato. 
Coi! pure, se nella funzione p porremo x-i-i in luogo di x, e 
poi la svolgeremo in serio, il roefGciento di ì sarà la finzione 
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OPUSCOLO I. a 
prima derivata 'la p, a cui daremo il nome di funzione seconda 
.I- i ivata da F.x . Da questa coll'istesso metodo dedurremo la 
funzione tersa derivata da F.x, c coti in seguito: onde appari- 
sce, che le finizioni derivate di qualunque ordine ai ricavano 
nna dall'altra con la ripetizione delle medesime operazioni. Sia 
data per esempio la funzione x' ; poli ghia ranci x-t-i in luogo 
di se, e svolgendo (»-t-i)' avremo x l -t-Ar*i-«-eo. I e quindi sa- 
rà 3x* la funzione prima derivata da x> . Nella quantità 3x* 
ponghiainuci x-t-i in luogo di », ed avremo 
3(x-»-i)>=3»'-i-óii-t-ec., onde bx è li fatinone seconda deriva- 
ta da »• . Di nuovo la quantità 6x , mettendovi x-w in luogo 
di x diventa bx-t-di, c perciò 6 È la terza funzione derivata da 
z' , la quale essendo costante, è cliiaro ohe le seguenti funzioni 
derivate saianno tutte zero. 



re le funzioni derivate da qualunque 

i sviluppo della funzione F.{x-t-i) . 
venga 3T-+J, essendo / una quantità 
Rudente da i ; F(n-i) diventerà 
F.(x-*-'<-t-ì) i ed è evidente che otterremo il medesimo resultato, 
se nella serie , che rappresenta t] valore di F.[x-+i) , porremo i-t-l 
in luogo di i , o x-t-l in luogo di x. Mediante la prima sostitu- 
zione quella serie diventerà 
- 

di i-a, 

■**pU-v.qÌI -i-3ri*i-i-4si'l-t-cc. 

Per eseguirà la seconda sostituzione su p ponghi amo. che F.x,p,' 
q, r.ec. divengano reipettivamente F.x+F x/-+*o., 
p-t-p'l-t-rc. , o-i-j7-h-c. , r-*-r7->-ec. , quando vi si pone x*-l in- 
vece di », e la medesima funzione F,{s+i-tJ) sari rappresouta- 



Ora queste due seiie dovendo estere identiche, qualunque s! 
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4 OPUSCOLO I. 

DO i od /, convelli che siano i medesimi in ambe, 
denti di l, il, l'I , ec. ; onde avremo p=:F.x , ag: 
4i=r',ec. MiP.r,/, r' , ec. sona respettivan 
me funzioni derivate Ha F.x.p. 7, r, ec. ; perciò si 
eoo i segni F.x, F'.x, F".x, P r Js, ec le funzioi 
conda . terza, quarta, ec. derivate da Fj, avremi 
p '=F'x j=£= — - «,'=— r=t = ^ 
r -- Fr 3 ', f-^-^-* e cosi inseguito. Sarà ; 

f.(i+i)=F.i-wF.i4-i' — : ' ~~ +Ì* ^ 

Quindi , allorché sapremo trovai 
qualunque funzione, potremo n 

derivate di qualunque ordine , ir. . 

Vediamo adesso , come pei le regole dell' Algebra si deter- 
mini la prima funzione derivata dalle diverse specie di quantità. 
Sìa data in primo luogo la funzione log.r, e ponendovi x-t-i in 
luogo di * essa diventerà log,(#-H)=Iog.r-i-Iog.(i-t-^). Svolgia- 
mo in serie questa ultima rjnantità, e pongbiavno 

laz.{i-f~y=A^ -t-B £ -*-C i^i-D ~-mc. 
A, B, C,eo. essendo costanti, ove ho lasciato il termine sen- 
za' i, perchè questo sarebbe =log.i , che * zero in tutti i siste- 
mi di logaritmi. Siccome 

log.(i+-j)'=Iog(i+f*~)=alog.(i+i) , è chiaro che il 
doppio della aerie precedente sarà eguale a ciò, che diventa la 
medesima serie, quando in luogo di — vi si pone ~.-t- — . Avre- 
mo adunque svolgendo le potenle di l'equazione iden- 
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OPUSCOLO I. 5 

-+AB£ -t-8C^ -+- iaC^ +ec. 

e perciò A-*-ìB=o, iB-t-6C=c,B^.iaC-t-i^D=o,ee. Median- 
te quest'equazioni, nelle quali le quantità ^ , , C, ec. entra- 

determinara il valore di tutti gli altri coefficienti B, C , D, ce. 
e perciò il valore di log>('-»"j) bene rappresentato dalla 

serie assunta. Bimane però indeterminata la quantità A; ma es- 
si deve esser tate , perché la serie rappresenti il valore di 
log.^i-H^ in lutti gl'infiniti sistemi dì logaritmi, In seguito 



; il valore di appar- 
tiene ad un aiste ma di logaritmi, che bì chiamano naturali a 
iperbolici. Onde, se consideriamo i logaritmi di questo sijlcina, 
aura la funziono prima derivata da log.at eguale ad — . 



tità costante qualunque, la qual funzione posto a 
dì x diventa {-r-t-i)" , e facciamo 

Prendendo i logaritmi iperbolici avremo 

nlog.(i-t-Ì)=nlog.i-t-log.^i-t--^ji-*--2- i »-+-<;<■. J 



6 OPUSCOLO I. 

cioè S^=~,e p=ax' i ~ '. Sara dunque bx* - ' la funzione 

prima derivata da cioA posta F.x=x", Sarà F.T=nx n ~' t 
e quindi **\a=3i(«-t )«"~ a , , «. 

Onde avremo 

(«j/W h-Itsi"-".-.™. 

che è la nota formolii delle poterne del binomio, la quale è cosi 
dimostrati accuratamente per qualunque valore dell'esponen- 
te n . 

Posta F.azslog.r, siccome abbiamo pel numero precedente 
in qualunque sistema di logaritmi F.x=—^Ax~' , tara 
F-.x^-Ax-*, F".x=3.Ax~ ò , P r .*=-».War^, eo.ape.uio 

lo e .{^)=fo 6 .^(l-^*^-^ r * e o.) 
Ora k facciamo alla base c dei logaritmi , avremo 

i^. ( ^>i^.^.(.*i)==i*^.=4«-!2±*i£j!:^.), 

nella quareqnealonB i^a(c~»i—— ^» -i-ec.J è espressa la re- 
laziono tra la quantità A e la base c . 

5- 

Se adesso facciamo F.x=3i* , sarà F.lxtjfxJ"** \ pon- 
ghiamo 

a =a X fpl^qi »-«*, 

e prendendo i logaritmi iperholici «iremo 

(j-»-i)log a=*log.«+lng.(i*-^i-t-^i , -t'ec.) 

'onde si deduce p=à T in^.a , e questa è la funzione prima deri- 



rata 3n a X . Sari dunque F.x=a X log.a , J^'.xr^log.a , 

Se a è la beta dei logaritmi iperbolici, che chi ameremo e 
«nome Iog.e=i, «ari e 1 la funzione prima derivata da e 1 , 
mettendo nel valore dì a 1 " 1 "* la quantità e in luogo di a e fa 
ccudo x~o avremo 



Per trovare le funzioni derivate da zen.x e eoi.* bisogna 
prima cercare le serie, che esprimono queste quantità, ed a tale 
oggetto ei serviremo della nota equazione 

cos . (i-h-i ) — co s . jXcos . i — sen.iXsmi.i. 

Ponghìamo 

aeri . x^:Ax-*-A i x 1 -t-Azx * -t-Aìx ' +ft . 

eoa. 2= i -t-Bx'-i-B ix"-^Bix*-t-rc. 
ove nella serie del seno abbiamo omesse le potenze pari di x, 
e le dispari in quella del coseno, perchè sen. — i=~shij, e 
coi. — t=cm.i . Cangiando i ini, o ponendo nella serie del co- 

!en.i=^^ii'^-^ai'^-^3;'^-ec. 

cos.i=i-»-ffi«- l -a i ì*-f Bai'-+-ec. 

eoi.(a:-K)= 1 *fl(x-f.i)"-*-B'(T-"')*+Ba( i r+i)'+«c. 
Sostituendo questi Talari nella equazione precedente, e non 
considerando che i termini, nei quali i non supera la seconda 
dimensione, perchè questi ioli bastano per determinare i coeffi- 
cienti della serie, otterremo l'equazione identica 

aBxi-f 4Bix'i t- 6BixH *- 8B3x'i «t, 

* Bi-^-i Bi ,.,.J-ÌB,,;^ , -m,;.^,. 



8 OPUSCOLO I. 

Dunque paragonando i tnrmini simili avremo iBs-ii 1 ', 
^Bi=—AAt, 6Bi=—AAz, %Bi=r-AAi, te., 4.30.= 2 ,B«, 
6.5Bi=aBBi , S.TÌJi=2WBa, ec; onde li deduce B=— — , 

Ai=>-él, Aa= — ~ , .43= , «e. 



:■ ultima relazione ai deduce n 



tanto pi ìx sarà 52"^>j_i» . Sostituendo adesso invece del seno 

Ma se sommiamo il secondo termine col terzo, il quarto col 
quinto , re., oppure il terzo col quarto, il quinto col gesto, «e, 
questa jerie prende le forme seguenti 

del seno « convergente fino dal «uo principio, i termini 
termini 1 — -g 1 , j — ~~ . tutti positivi . Onde avremo la 
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OPUSCOLO I. g 
e paragonando questi limili con quelli ottenuti di sopra ne de- 
durremo A>i— x' , ed A <l ; e siccome quelle relazioni 

devono aver luogo, qualunque fin x, ne ricaveremo A=i. Poi- 
ché se A foste maggiore dill'unila, cioè le fosse A^l-t^, In 
relazione A— — ■ !p<' "<"> avrebbe luogo per i valori dia tali, 
elie fosse ^-?—<n \ se poi ^ fosse <i ed zzi—o, non sussistereb- 
be il rapporto J>1— x' , quando x" è <o. Sarà dunque A=ii , 




Adesso per trovare le funzioni derivare da sei) .x e da cosji 
poofihiamo nell'equazioni ien.(j-i-i]=aen.iXcos.Ì-t-cos.iX'en.Ì , 
eos.[j-i-i)=coa.jX"oa.(— sen.jrXien.i" ì valori in aeri e di sen.i e 
di cot.i, e vedremo ohe la funzione prima derivala da sen.x è 
=i!os.a-, e quella derivata da eos.a è =—ien.x . 



Abbiamo trovate le funzioni derivate dalle quantità x" , 
o x , log.r, sen. a-, e cos.x, che sodo le più semplici funzioni, 
dalle eguali con le operazioni dell'Algebra si formano tutte le 

funzione composta di j> . q , r, ec, ponendosi x-t-i in luogo di 
x le quantità p, g,r, ec. diventeranno i-4-ee. , ^+}'i+ec. , 
r-tVi-4-eo. , ec, e sostituendo queste quantità in y, e sviluppan- 
do i termini secondo le potenze di I, il coefficiente di i ci dari 
la funzione prima derivata da y. Vedremo tra poco il modo di 
giungere più facilmente alle funzioni derivate dalle funzioni 

un segno per indicare le funzioni derivate. E per non allonta- 
narci dai segni adottati , se y i una funzione di x, denoteremo 
la funzione prima detivata da essa col legno & , ove la * che 
è nel denominatore indica che x è la variabile, di cui .y t fuu- 
7W. III. a 



,o OPUSCOLO I. 

zione. Cosi ~ lignifica la funzione prima derivata da z, quan- 
do z è funzione di (. Ma convien riflettere che qneita msnie- 
yn di scrivere è indipendente da qualùnque idea di limiti e d'in- 
finitamente piccoli , che ^ non è che un legno, e rappresenta il 
coefficiente di i nella funzione y sviluppata secondo le potenze 
di i, dopo di avervi sostituito x-t-i in luogo di x. Cosi pure 
eaprimeiemo col aegno ™ la funaione leconda derivata da y, 
e questo segno non significa che il coeffioiente di i nella serie, 
clie nasce dallo sviluppo della funzione dopo che invece di 
X vi ai t poato i-m, e cosi in seguito. Secondo questa maniera 
di scrivere la funzione y, allorché vi si pone i-t-i in luogo di x, 

8. 

Sia adrsso y=F.p , e p funzione di a, • posta x-t4 ili luo- 
go ili x la funzione p diventerà p^i&-t-'- LJ1 -t-cr..;=y-W , in- 
cendo per più semplicità i ^■ ■wc.d ■ Dunque per la 
medesima sostituzione y diventerà F.(p-t-l), cioè 
J"./j-tJ^^-t-^^~j^-wo>, la qua] 'esprewio.no mettendovi il 
valore di l diventa 

il coefficiente di i è =^ ■ -j— , segue che per avare la 
funzione derivata da y relativamente ad x convien prendere la 
funiìone derivata day relativamente ape moltiplicarla per la 
funzione derivata dup ; lo che ai esprimo cosi ^ = ^ ■ jjj ■ 

Supponghìamo che y aia una funzione di p c q, che noi 
denoteremo eoi aegno F.(p, Nel fare la sostituzione di x-t-i 
in luogo di * n»i otterremo il medesimo resultato , se faremo in- 



OPUSCOLO r. 



mt primi i„i:i* J« (Mrà 



conto che dei tri mi ni moltiplicati per i otterremo 

'«.«>-£• ?*4 •?.•«■<■« 

dy_dF dp dF ttj 

Così paro, >e j- * dazione di p, 7 , r rappresentata da 
r), Iroverenu, nell'inda maniera 
dy_.ÌF dp dF ilq_ dF 
dx dp ' dx dq ' dx dr ' dx J 
onde li può conci ad ere in generale, che la funzione prima deri- 
vata da una funzione coni posta di più funzioni particolari sarà 
eguale alia (omnia dello funzioni derivale prese relativamente a 
ciascuna di queste pellicolari funzioni , considerandole come se- 
parate e indipendenti tra loro. Cnn nuoti principi »' (» ,rà ,r0 " 
vare la funaione prima derivala da qualunque funzione, qualun- 
que sia il modo d'Ila sua composizione , come pure le funzioni 
derivale degli ordini superiori. 



identica , qualunque sia il valore di x, taranua pure identiche 
lui te l'equazioni, die nascono da questa , se invece di f.x vi si 
pone una funzione derivata da esso di qualunque oidine. Poiché 
punendo *+■* in luogo di x l'equazione fjtzzo diventerà 
jI.t-m - 5 _ 7" f * r ==0 " • d 01 "* identica qualunque 

sia il valore di i, e perciò i coefficienti delle diverse potenze 

v ■ li ■ .. - rf * d "P 

di i sarsnno eguali a zero, o sia I equazioni ^=o, ~-=o,ec. 
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.i opuscolo r. 

Data adesso In gemiate tra x ed y l'equazione F,{x,y)=o , 
mediante la di lei risoluzione sarebbe j- uaa funzione di », che 

ne F.{x,y) diventerà una funzione di x soia , eh» chiameremo 
tp.x, e sarà jl.j=o una equazione identica , e perciò sussisteran- 
no l'equazioni 7^ =0 > ec - Ora «libiamo 
àjt=F.(x,f.x)=F.(x,y), e siccome y è funzione di *, avre- 
_ ... df dF dF dr _ ., df . . , 
- m ° W 3S = di - Ty ■ £ ■ D,la 1 ae 1 dÌ=° 11 d " 4 
dF 

dF dF dr ... , . . ., , ,. dy dì 

di^Ty ■ di~°' d "" a ^ " ncav ' 1 11 Ta,0re dl K=-5F • 

ossia la funzione prima deriviti da v siri <TiU ppr una funzio- 
ne di x ed y, dalla quale si potrà dedurre la funzione seconda 
derivata da y, e cosi in seguilo. Inoltre appariste, che data una 
equazione qualunque tra », ed y, l'equazione sussisterà ancora 
tra le funzioni prime derivate da lutti i suoi termini, come an- 
cora tra le' funzioni derivato secondo, ce. , e più. generalmente 
sussisterà qualunque combinazione, ohe ai faccia della equazio- 
ne primitiva, e di quelle che contengono le funzioni derivate. 
A tutte queste combinazioni daremo il nome d'equazioni deri- 
vate, e le chiameremo del primo n second' ordine ec , secondo 
che conterranno Io funzioni derivate prime o seconde, eo. 



Nella teoria precedente abbiamo supposto, che qualunque 
funzione di x-t-i può esprimersi per una serie della forma 

F. x+ip-r-i ' g-fi • r-i-i ■ j-4-ec . 
Nel percorrete le funzioni più semplici abbiamo trovato, che es- 
se erano suscettibili di una simile forma, e dal modo , con cui 
abbiamo ridotta la ricerca delle funzioni derivate dalle funzio- 
ni composte a quella delle funzioni semplici, potrebbe dedursi 
che la nostra supposizione ha luogo nuche riguardo alle funzio- 
ni composte. Ma ;i qucii^ vrrilicazioni indirette sarà bene l'ag- 
giungere un'altra .limosi razione , dalla quale più chiaramente 
vediasti, se la regola generale può esser soggetta a qualch'eccc- 
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Primieramente siccome facendo nella serie i=o essa deve 
ridarai al primo termine F.x, è chiaro che non può contenere 
potenze negativi) di i , lo quali posta i=:o diventerebbero infi- 
nite: vediamo adunque se la medesima serie può contenero no- 
tenie fratte positivo di i . È evidente che, se la funzione F.x 
non contiene alcun radicale, non ne conterrà ni pure la funzio- 
ne F.{x-t-i); onde i radicali di i non possono nascere ebe da ra- 
dicali già esistenti nella funzione F.x , e la sostituzione di x-i-i 
in luogo di se non può né crescere nè diminuire il numero Ai 
questi radicali , nè cangiarne la natura , quando s ed i sono 
quantità indeterminate. È noto ancora elicle funzioni irraziona- 
li hanno tanti valori differenti , quante sono le combinazioni che 
J-ossono farsi dei valori diversi di ciascun radicale in esse conte- 
nuto . Quindi apparisca che, se lo sviluppo della funzione 

F(x+i) contenesse un termine della forma ni" , la funziono F.x 
sarebbe irrazionale , ed avrebbe un certo numero di valori di- 
versi , il qnaJe do vrcbb' essere lo stesso per la funzione F[x-*-t), 
e pel di lei sviluppo . Ma questo sviluppo, essendo espresso dal- 
la serie Fje-*-pL*-qi* .... -»-ui " -t-ec. , conterrebbe tutti i va- 
lori di F.x combinati con gli n valori di i " ; e perciò avreb- 
be più valori lo siilu ri[>u della fu unione F.(x-t-i) di quelli, che 
ha la medesima funzione: lo che è assurdo. 



Il fondamento di questa illmu-i razione consiste nel dover'es- 
sere il medesimo il numero dei valori differenti tanto della fmi- 
wo™ f-JF.uhe della fun i ■ j. W[0 in general 

contenuti in.F.x si trovano egualmente in F.(A-i), se non che 
nella prima funzione involvono la variabile ar, e nella seconda 
la variabile x-t-ì. Ma può non esser vero, se x cessa di essere 
indeterminata, poiché un valore determinato a di x può di- 
struggere qualche radirale nella funziono F.x, il quale esisterà 
sempre nella funzione F.{x-t-i), perchè la quantità, a-i-i ti men- 
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(iene inde ter mi ni tu . Quindi la forum da noi attribuita allo «vi- 
luppo doli» funziono F.{n-t.i) , la quale II» sempre luogo quan- 
do i tì indeterminata, può non convenire alla medesima fun- 
zione nel solo caio, in cui x abbia un valore determinato. Esa- 
miniamo più accuratamente questa eccezione alla regola gene- 



Un radii-ale può sparire dalla funzione F.x in due riunì ì e - 
le , o perchè divenga nullo il cnHlicii-nte l"l radicule, o perchè 
ti annulli it radicale medesimo. Nel primo caio il radicale può 
«perire in alcune delle funzioni ~ , ~ . ec, e non nelle altre, 
poiché il radicale acquistando diversi «ui-ffinionti nelle funzioni 
derivate, questi coefficienti pussonn o prima 0 poi divenir tali , 
che non svaniscano nella su|i|Kisizi<>iir del medesimo valore di 
X. Nel secondo caso il radicale dovrà sparire in tutte le funzio- 
ni derivate all'infinito, perchè si suppone che il radicale mede- 
simo svanisca. Ma siccome il radicale sussiste sempre nella 
F.(i-t-i), ove ì è una quantità indeterminata, la serie 
F.x-t-i^-t-'— ~-t4C, non rappresenterà esattamente lo «vi- 
luppo di F(jc-t-i), che in quanto vi si troverà il medesimo radi- 
cale: essa sarà perciò legittima nel primo caso, ma non lo sarà 
liei secondo. 

i3. 

Sia y una funzione di .r , in cui per un dato valore di x 
sparisca un radicale, il quale però si mantenga in è chiaro 
che in grazia di questo radicale la fusione ~ -avrà per questo 
Valore di x un maggior numero di valori differenti , che la 
funzione y, e non potrà perciò la fonitene ^ emer darà da 

Ma se dalla rquazionè* y=iF.x li elimina questo rad ira le , eji 
equazione prima derivata da questa, osa (9) avrai la forma 
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J^£-t-B=0 , essendo A e B funzioni di x ed y. Questa equa- 
zione , che ci dà generalmente il valore di , quando x è in- 
determinata , non ce lo polii dare pel dato valore di », perei* 
le quantità A e B non contengono il noto radicale, onde i va- 
lori di ^ sarebbero dello stesso numero, che quei di y. Ma sic- 
come l'equazione A^~-t-B=o devo aver luogo anche per quello 
valore di ss, dovrà sussistere indipendentemente dal valore di 
jjj, e perciù lari in questo caso jfco e B=o , ed il vaiata 
di ^ compatirà tolto 1» forma indeterminata ~ . 

Non potendosi per quello valore particolare di x ricavare 
il valore di ^ dalla equazione ^+IJ=o , che è identica, 
passeremo all'equazione seconda derivata, la quale (8) avrà la 

*4x**' dy\dx) ~ > ~\dx'*' dy}dx~*~ dx =0 ' 
Questa ci dà in generale il -valore di ~~ , ma nel caso nostro es- 
sendo A=a sparirà il termine che contiene e l'equaziono 
rimanente in essendo del secondo grado ci darà due valori di 
~ corrispondenti a ciascun valore di y. Se anche l'equazione 
seconda derivata fosse identica pel dato valore di », converreb- 
be passare all'equazione terza derivata, e cosi in seguito. 

Qualora per un dato valore di x svanisse nn radicale in y 
e in ^ senza svanire in , è evidente che bisognerebbe ap- 
plicare alla ricerca di ^£ in questo caso particolare nn ragiona- 
mento analogo» quello usato di sopra relativamente a erco- 
li del resto. 
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Sia per esempio y={x— a)\/(x— b) , avremo 
^=l/( x -ò)+ e nel caso di malpari™ il radicale io. 

y , ma non in ^ , in modo che sari y=o. e ~_=^/{a—b) , cioè 
il valore di y tara semplice , e doppio quello di ^ . Se adesso 
diminiamo dalla proposta il radicale \/{x-b] riducendola alla 
forma raiionale y"— (x— a)'(x— i)=o , ne dedurremo l' equazio- 
ne derivata ayg-a(*-fl)(x-*)-(*-o)>=0 , la quale posta 
xzza si riduce a Q=o . Perciò passeremo nlla equazione derivata 
seconda ay^-t-a^^' —2(3— J)—4(a;—o)=o, dalla quale nel 
caio di x=a otterremo —2.{a—b)=a , e quindi 

14. 

Il medesimo metodo si può generalmente applicare alla ri- 
cerca del valore di quelle frazioni, che in qualche casojjartieo- 
lare compariscono sotto la forma indeterminata — . Sia -g quel- 
la frazione in cui il numeratore ed il denominatore divengono 
zero quando x=a .e ponendola =zy avremo l'equazione By=.A, 
la quale si Tori fica n«l caso di sr=a indipendentemente dal vaia- 
re di j, che perciò rimane indeterminato ; Prendendo l'equazio- 
ne derivata avremo B'^ -+- ^ y= ~- , e siccome nel caso di -jr=a 
dA 

eranisce B, avremo in tal caso y=^jf > e questo sor» il vaio- 
Ti 

re cercato della frazione Ma se anche ^ t ^ svanissero 
nella medesima supposizione, ponendo in luogo di A e ^? 
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il*. 

in luogo di B avremmo nella stessa maniera y= 1^1 , e così in 

dir 

€A 

seguito. Onde in generale il vaio™ della frazione - sari **L 
£*' 

. d^A d"B , dr a 
essendo • — le prime funzioni derivate, ohe non sva- 

dx" fa" 

niscano insieme allorché vi ti pone x=za. Così a prima o poi 

2 ■ poiché non è possibile che tolte le funzioni derivate da nna 
funzione di x all'infinito «vaniscano per „„ T .l or . particolare 
di x. Infatti siccome F(i+i|=F,r + i — „ 

nel caso di x=a fossero zero tutte le funzioni F.x, ~ , i^Z 
d>F dx'dx* • 

ec. all'infinito, sarebbe F.{a-t.ì)=o, lo ohe è impossibile , 
parche k quantità i è indeterminata. 



Ma una funziono ^ comparisce sotto un aspetto indetermi- 
nato, aoch» quando la supposizione di i= a rende infinita lan- 
t <,A che B , Allora sarà in,,.,], il metodo precedente, perchè 
tutte le funzioni derivate da A e da B saranno sempre infinite 
nel caso d. x=* . Per rinvenire i! modo, con cui in simili circo- 
stanze dobb.an.n eondurei , passino,., a considerare quello che 
succede, quando la supposizione di x=„ fa sparire dalla funzio- 
ne F.x un radiai,, rodendolo noli», ,».] tf ,„| caso esso sparisce 
ancora in tutte le funzioni derivate. Ma siccome questo radica- 
le H mantiene nella funzione F.[x*S) . deve aver luogo ani he 
..elio .viluppo di essa, e poiché non può involvere la x, convie- 
** Tom ìli ° nlle 10 SYÌIu PP odevi!eontea ' ; ' odell '>I 1 °- 
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lenze irrazionali di f . Infatti se F.icontiene la quantità X, 
ove X è una funzione ili x che svanisce quando x=i , posto 
w-i-i in luogo di x la quantità X diventerà i ^-t-^ ^^ - e c, 
perchè in questo coso è -f=o , e JC li cangerà in 

conterrà il radicale i , e dovrà ancora contenerlo Io svilnp- 
po di F.(x-t-i) lecnudo le poterne di i . 

Per vedere che cosa ci dà allora Io sviluppo illegittimo 
"j^T '— "J^^ -** c -i •tonarti che siccome x ed i entri- 
no egualmente nella funzione F.^x-t-i) , le funzioni derivate da 
questa saranno le medesime o prese n- latinamente ad x a rela- 
tivamente ad i , poiché accrescendo x o t della medesima 
quantità 1' «tesso risulterà V accrescimento di x-t-i . Quindi 

„,„ i , *y =a^a . » , . 

.ii ^= figta , kgf = s%ti.... .' p-n .u 

membri di quest* ultime equazioni si faccia i=o . Ciò pe- 
tto , se nel caso di x=a lo «viluppo della funzione F.(x-t-i) 
deve contenere un termine Ai"' , ove A i funzione di a , ed 
m non è un numero intero positivo , è chiaro che gli sviluppi 
delle funzioni — ^ , . «. dovranno contenere i 

termini mAi m ' , m(m— i)^i m a , ec., e perciò posta i=o 
le funzioni F.x , , — — , ec. conterranno respettivamen- 

te ì termini Ao , mAo m ' ,m(m — t)Ao m a , ec. Se m è un 
numero qualunque negativo, tutti questi termini rìesciranno 
infiniti : se m è un numero positivo non intero , ed indichiamo 

elidente che il termine nt(m — ]) . . . (m — B^l)Ao e tutti 
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i seguenti saranno infiniti , e quindi la funzione derivata 

CLZ , tutte l e seguenti riescìianno inibite. E « ^ è 1. 

di" dr" 
prima funzione che divenga in fi ni la. il vero sviluppò di F.[x-t-i) 
dovrà contenere un termina delle forma Ai , ove m p un nu- 
mero compreso tra il — I ed n. Onde se tutte le funzioni in- 
cominciando dalla prima F.x sono infinire, il veto sviluppo di 
F.(x-f-i) non conterrà che potenze negative di i . 

In qursli rasi, ne' quali è erroneo lo sviluppo generale, per 
ottenere la vera forma della sviluppa di F (i-tJ) bisognerà inco- 
minciare dal porre x eguale al dato valore a, e poi sviluppa™ 
la funzione F.[a-t-i), avuto riguardo alle potenze fratte o ne- 
gative di i in essa contenute. Prendiamo per esempio 
F.x=$x— a)l/(x—b), ove la supposizione di x=b rende nullo il 
radicale, e la forma generale risilo sviluppo di F.(x-t-i) riesce 

perciò difettosa. Ed invero si trova ''-^■=\ J /(x— b)-i ~ ? — , 

* dx r » ^ \y\x-b) ' 

cioè infinita quando ar=4 , e pel medesimo valore saranno in- 
finite tutte le altre funzioni j_ , ce. Adunqne il vero svilup- 

po dovrà contenere un termine i , ove m i un numero com- 
preso tra o ed i : ed infatti se ponghiamo a—i^-i , la funziona 

F.x diventerà (i-a-wit/i, cioè (Ì-a)Ì a -*i a . 

Con un metodo simile si troverà il valore di quelle frazio- 
ni, le quali si mantengono sempre indeterminate per un dato 
valore a di .t, per quanto si prendano le funzioni derivate dal 
numeratore edal denominatore, le quali tono tutte infinite. Si 
porrà j=a-w in queste frazioni , poi si ridurranno in serie se- 
condo le potenze crescenti di I , e posta i—o il primo termine 
della serie ci darà il valore della frazione pel caso di x=a . 



La medesima teoria, che ci ha condotti al generale svilup- 
po della funzione F.(x-w) secondo le potenze di i, ci sarà utile 
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od abbia perciò la Fornii 

Ax" l y l -*-A'x m y n -*-A"x" y" -i-en.=o , 
ove A,A',ec. nono quantità costanti, ed < ir, n, m', n', et. nu- 
meri interi o fratti, positivi o negativi; e li voglie trovare la 

y^ax a -+&J^ -wj:'-t-ec. * , . 
che rappresenta il valore di y . Questa serie può essere o ascen- 
dente, cioè ordinata per la potenze crescenri di a, o discendente 
0 sia ordinata per le potenze decrescenti di x. Noi considereremo 
il primo caso, perchè da esso potrà facilmente ricavarsi il meto- 
do, che cc-nvien tenere , per conseguire una serie discendente. 

Facciamo per più semplicità y' eguale a tutti i termini del- 
la serie eccettuato il primo , in modo che sia j=0**-+y , e so- 
stituendo questo valore di y nella equazione proposta otterremo 

A a n ^ na +A- a n 'x m '™' d +A" a "\ m ''™'' a + f z. 
^(nA^'x^^'^J^'-'x^'-'^c.)/ 

In questa equazione, che deve essere identica, il primo membro 
è una serie ascendente secondo le potenze di *[ onde se gli espc- 
ri darebbe il valore dei coefficienti a, b, c, te. ; e te pnataraen- 
te li otterrebbe il valore di a dal porre =0 In somma dei coeffi- 
cienti dei primi termini della equarione precedente, cioè di 
quelli che contenponn la più piccola potenza di t. Ma come po- 
tremo sapere quale sìa la più piccola potenza di x, quando a 
è indeterminata? Converrà determinarla in modo, che almeno 
in due termini della equazione x abbia il medesimo esponente, 
il quale sia insieme minore degli esponenti di tntti gli altri ter- 
mini ; acciò dal confronto di due termini simili si possa dedurre 
il valore del cocfHcicntc a. E qui si rifletta che le più piccole 
potenze di * non potranno trovarsi in quei termini, che con- 
tengono y', perchè j' comprende per ipotesi potenze superiori 
nd x a ■ Onde in questa ricerca dovremo aret riguardo a quei 
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ioli termini, che inno indipendenti da y , cioè a quei soli che 
nascono dal sostituirai nulla proposta ax" in luogo di y . Uno 
qualunque di questi termini dovrà paragonarsi con ciascuno de- 
gli altri , e dovranno ritenersi quei valori di », i quali tendono 
in due o più termini gli esponenti eguali , e ijuesli minori degli 
esponenti degli altri termini . Per diminuire la lunga molestia di 
questi confronti, molti dei quali riesci ranno inutili , noi espor- 
remo un bel compendio di calcolo, il quale li deve al sommo 
Geometra Lagrangt. 

Data la serie degli esponenti 



tri . Se la n fosse eguale in due termini , converrebbe ritenere 
il termine in cui la m corrispuiiiletne è minore, e rigettar l'altro 
in cui la m è maggiore, perchè questo termine è sempre più 
grande di quello , qualunque sia il valore di a . 1 numeri fi, n', 
n", ec. essendo cosi tulli diversi, suppongo che i termini delia 
serie siano in modo disposti, che questi nnmeri n, n\ n" ec. 
formino una serie crescente , ove i numeri negativi devono con- 
siderarsi coinè più piccoli dei positivi, e tanto più piccoli, quan- 
to prescindendo dal segno sarebbero maggiori; di maniera ohe> 
per esempio si deve scrivere — 7 prima di — 3, s — 3 prima di a. 
Ciò posta si paragoni il primo termine della serie con ciascuno 
dei seguenti , e si otterranno per a i valori ~r™™~ > 1 
m ^ m , ec., i quali per più semplicità chiameremo a', 0", a'", 
ec.; onde «ara m— «'=(*' — n)a! , m — m"=^n" — n)o", 
m— m'"=(ii'"— n)a"', ec. Avremo adunque 

Perciò, se chiamiamo » il primo termine della serie, essa potrà 
porsi sotto la forma 

Adesso si vede chiaramente, che pesta a eguale alta più 
gronde delie quantità a', a", o"',ec.. che sia per esempio a'", 
il termine comspuuilen te a questa quantità a"' cioè il quarto sa- 
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ri eguale al primo e minore di tutti gli litri, perchè i numeri 
ri — a, n" — n, ee. sono tuiti positivi . Se delle quantità a', a",ec. 
due ti più fossero eguali tra luto, e maggiori di tutte le altre, 
posta a eguale a queste quantità si avrebbero altrettanti termi- 
ni eguali al prima st e minori di tutti gli altri. Trovato cosi un 
valore soddisfati ente dì a, vediamo » ve ne sono altri, ebe ab- 
biano le medesime co adizioni . ; 

Primieramente non potrà a avere un valore maggiore del- 
la più grande delle quantità a', o",ec, perche sarebbe in tal 
caso il solo primo termino minore di rutti gli altri , giacché tau- 
ri esc irebbero tutte positive. Non potrà dunque a avere che un 
valore minore della più grande delle quantità a' , a"; ec., la. 
quale come sopra suppongo essere a'"; in modo che, se vi sono 
più quantità tra loro eguali e più grandi delle altre , aia a'" l'ul- 
tima, cioè la più rimata dal principio della serie. Ma ee a « 
<»'", è facile il veliere che il termine corrispondente ad a'" i 
minore di tutti i precedenti, poiché la quaiitili (ri"—n){ar~ a" 1 ) 
i negativa, e le quantità corrispondenti negli altri termini o so- 
no positive, o se alcuna di esse , per esempio (a'~n)(a— a') è ne- 
gativa, se ai prescinde dal wgno, è però minore di (n'"-nJ(o-a"'), 
giacche n'— n<n"'— «, ed e'— a<a"'— a, onde 
«-(n'-nXa'-o^-ln'"-^!»'"— a). Pertanto i più piccali ter- 
mini , se esistono, dovranno cercarsi in quello che corrisponde 
ad al", e nei seguenti. Da tutto ciò ai deduce la regola qui so t- 
W descritta. 

Si ugnagli il primo termine della serie a ciascuno dei se- 
guenti , e ai ricavi il valore di a da ciascuna di queet'eqnazio- 
ni;il più grande dei valori di a risolverà il problema, ed i ter- 
mini che formano l'equazione, dalla quale questo valore è de- 
dotto, riesciranno i più piccoli. Adesso ponendo da parte tutti 
i termini della serie, che precedono l' ultimo di quelli, i quali 

mine a ciascuno dei seguenti, ed il più grande tra i valori di a, 
«he se ne dedurranno, ci darà una nuova soluzione. E cosi ripe- 
tendo la medesima operazione, finché et giunga all'ultimo ter- 
mine della scria, otterremo in tal modo tatti i valori soddisfa- 
cienti di a. 
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Sia data per esempio la serie 
0-+-3, aa-f-i , _4o — 3, Si+a, 6»— 4< 7*—». 8o— 3. 

guenti , ed otterremo per « i valori — ,o, dei quali 
il più grande è — , e nasce dal paragone de] terzo termine col 
quinto. Adesso eguaglietwmn il quinto termine ai due seguenti , 
e ne ricaveremo per a Ì valori —a, — — , dei quali — — è il 
maggiore, e risulta dal paragone del quinto termine coli' ulti- 
mo. Dunque l'operazione è terminata', ed i valori soddisfacen- 
ti di a sono a, — , o . Sostituiti questi valori la serie di Ten- 



ta nel primo caso 5,6,5, la, 8, is , i3, nel secondo 




re dir quei valori ili fi, i quali sono maggiori di a, acciò la se- 
rie ax a -*Jix ^-t-ec. aia ascendente, come l'abbiamo supposta . 
Hell' Iste Età modo ponendo y'^hJ -\-y" , e cosi in »e«uìto , giun- 
geremo a determinare ì alni 1 ermi ni il fi la si; fin . 

Se la serie, elio rappresenta il valore di y, do vess' essere di- 
scendente, è chiaru che dopo la sostituzione nella proposta dì 

due o più termini l'esponente' della * fosse eguale, e insieme, 
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OPUSCOLO I. aS 
maggiore di tulli gli altri riponenti. Onde riandando le cose 
precedenti facilmente vedremo, che in questo caio dobbiamo tra 
le quanti!*, che abitiamo chiamate a', a", a'", ce. scegliere la 
più piccola, e cosi pure in ciascuna nuova serie prender tempie 
il più piccolo dei valori di a. 

Sia data per esempio l'equazione i+xy*— j''=0 , e cerchia- 
mo primieramente il valore di y per una serie ascendente. Po- 
nendo y — "t" avremo gli esponenti 0, sa+i , 3<t, e prendendo 
il maggior valore di o, che nasce dal par ugo ne del prìmrj termi- 
equazione I— b'=o, e quindi sarà o=:i , perdi* le oltre due ro- 
dici di questa equazione sono immaginarie . Trovato il primo 
termine i della serie fasciamo y=i+tf , ed otterremo ia trasfiir- 

X— Sy-t-aa/— ìy"+xy'*— y"=0. 
Ponendo in questa dovremo considerare i soli esponenti 

r,ff,»(J, SfJ trascurati gli altri, che sono maggiori dei prece- 
denti, qualunque sia il valore di §. Troveremo per § i due va- 
lori reo, dei quali però non ani metteremo il secondo, perchè 
|9 dev'essere >». Saia dunque , e b ci sarà data dall'equa- 
zione i— 3£=o, cioè sari 6=5-, ed il secondo termine della se- 
rie Facendo y'^~-ty" avremo la seconda trasformata 

•3/ ,, -)"'=>, 

nella quale ponendo y"=cx 1 ' , e paragonando gli esponenti tro- 
veremo per f i due valori a e o, dei quali ammetteremo il so- 
lo primo per la ragione addotta di sopra, ed il valore corrispon- 
dente di * tari — , e perciò — il terso termine della serie. 
Continuando le opera/ioni avremo gli altri termini della serie, 

y=i-t- j-t---.*-—. t. — .«e, 
Passiamo a cercare le serie discendenti, che esprimono il 
valore di y, e ponendo y=ax dovremo osaminaie gli esponenti 
Tom. Ili. 4 
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o , aa-i-i, 3a, e prendendo i pift piccoli valori di a die nascono 
dal loro paragone troveremo a=— — , ed 0=1 , i quali valori 
considereremo separatamente. Incominciando dal secondo dovre- 
mo determinare a dalla equazione a 1 — o'rro , cioè darà a=i , ed 
il primo termine dello serie =x. Facendo y=r-*-y' avremo la 
tra* forma la 

c ponendo troveremo per (? i valori — a ed r , dei quali 

non nonne tlerenio il seminio, perchè non sarebbe |5<«, come 
l'Olivieri elle ila, acciò la serio rissai discendente. Sarà dunque 
jj = _ a, e ÈVni ; onde facendo y'=i — ■+■}-" otterremo la seconda 
trasformata 

nella quale ponendo y"=e«' consideriamo gli esponenti 
— 3, f-i-i, 27-1-1, 3y trascurali eìi ;ihr':, jit-rchn riescono sem- 
|ire pili piccoli, qualunque sia il valore di )■ . Dal confronto dei 
coefficienti ammessi deciuciamo per y i valori — 5, e — , dei 
quali per la ragione addotta di sopra ringhiamo il primo sola- 
mente, ed il valore corrispondente di c essendo — a , il terzo ter- 
mine della serie sari — ax~ 5 . Nella medesima maniera trove- 
remo eli altri termini, ed il vii Iure di y rigori. 

_a _j — JJ , — n 
yzzx+x — ai -1-71 — onx -t-ec. 

Se vogliamo prevalerci dell'altro valore di a, cioè — — , 
dovremo determinare a dalla equazione l-»-o"=o, la quale ha 
le radici immaginarie, onde la serie riesci rebbe immaginaria. Il 
medesimo caso può aver luogo in un termine astai rimoto dal 
primo; onde apparisce con quanta cautela dobbiamo servirci di 
quelle serie, nelle quali non si conosce la legge generale dei ter- 
mini, ma solo alcuni di essi. Poiché una serie, che .ri principio 
comparisce reale, può nel progresso de'inoi termini divenire 
immaginaria. Per tal motivo abbiamo fatto osservare al num. 3, 
che i coefficienti B. C, D.ec. erano tutti determinabili per 
mera» di equazioni de! primo grado; la qual riflessione ci assi- 



OPUSCOLO I. 27 
curava, che ninno di quei coefficienti riuscirebbe immaginario, 
e ia sprie in conseguenza surebìir reale. 

Data uh equazione ira x ed y . nella quale per un dato va- 
lore a dì a quello di y divenga indeterminato, si potrà mare 

ascenderne per le potenze di i , ed il primo termine di questa 
acne, posta ino ci darò il valore cercalo di y . Questo metodo 
ai potrà qualche volta con vantaggio adoprare, quando le fun- 
zioni derivate da y saranno nel caio di 1=0 espresse per una 
frazione, nella quale il numeratore ed il (lt no minatore avani- 
ixooo ; ma sarà il solo elle possa usarsi , allorché il numeratore 
ed il denominatore della frazione esprimente il valore di y nel 
caso particolare di x=a diventeranno ambedue infiniti . 
19. 

Da questa digressione, alla quale ba data orìgine la parti- 
colare eccezione , cheioffreil generale sviluppo della funzione 
F.{x-rì), ritorniamo al calcolo delle funzioni derivate. Abbiamo 
veduto , che data q usi cinque funzione y di x, o qualunque equa- 
zione tra x e y ,ai può sempre con regole molto semplici ottene- 
re le funzioni derivate e 1' equazioni derivate di qualunque or- 
dine. Questo calcolo oltre a servire allo sviluppo delle funzioni 
in serie, ha molti usi importanti nella teoria delle curve. Ma 
prima di passare ari esporli , t necessario itabìlire che nello svi- 



•i potrà sempre prendere i rosi piccola , che prescindendo dal Ig- 
ino un termine qualunque superi la somma di tutti i seguenti: 
:^ P .,„,„ pi „ pò» „„„™ ,|>t*>Ìl£r«,. , 0 

ì» rf^ > '(7,7Jt" , ""^J^7- f * < ')' Qu»"do il precedente ivilup- 
10 ha luogo, abbiamo veduto che ninna delle quantità ^ , 
Ér« ' eC ' Sventa '"finita, ma tono tutte finite; dunqu» la se- 
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r,e 'i.TJ^~*"Ti ,ar * aeT0 l"" 1 ^" i=0 > ' cucen- 

do i pei i gradi insensibili essa pure andern crescendo per gra- 
di insensibili. Ciò pasta, se per un dato valore di i quella se- 
rie (■ maggiore di ^ , diminuendo continuamente il valore di i 
essa pare diminuirà continuamente fino a divenire zero, onde 
ti sarà un valore di i, che la renderà minore di e gli altri 
valori di i più pìccoli di questo produrranno il medesimo effet- 
to. Lo stesso ragionamento potrà applicarli ad ogni altro termi- 
ne della serio preposta , ed a ij ilunque serie ascendente secon- 
do le potenze di i, ove potrà prendersi i così piccola; che il 
primo termine superi la somma di tutti i seguenti, e quiudi il 
valore di tutta la serie abbia il medesimo segno del primo ter- 



Coti questo principio potremo render pili rigoroso il dÌsco> 
so da noi usato nel Calcolo Dilfercnsiale per determinare il mas- 
simo o il minimo valore di una funzione di x. Sia y questa fun- 
zione, e si cangi in / ed y", allorché x diventa at+J ed r— i; 
avremo 

"— '' à'y 

y y l dx a rfj» a. 3 dx* 
Ora potendosi in queste due serie prendere t-oosl piccola, che 
il tetmine i~ superi la somma di tutti i seguenti, è chiaro che 
finché ^ non È zero, le dua quantità/ ed/' saranno una mag- 
giore , l'altra minore diy, e perciò y non potrà essere ni massi- 
ma né minima. Ma se -r=o, potrà con un valore conveniente 
di i il termine — rendersi maggiore di tutti i seguenti 
presi insieme, e le quantità / ed y" saranno ambedue maggio- 
ri o ambedue minori di y , secondo che sarà positiva o nega- 
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tiva , e perciò y riesciti un minimo o un inanimo . Quindi per 
trovare il valots di x, che rende y un massimo o un minimo, 
■i dovrà porre ed il valore di x ricavato da questo equa- 

zione renderà la funzione y massima o mìnima, secondo eh* 
nel medesimo caso la funzione tiescirò negativa o positiva. 
Se il medesimo valore di a; rendesse nulla anche la funzione 
j^y, è evidente che non si avrebbe ni massimo nè minimo fin- 
che non fosse nulla la funzione^; ma se anche questa fosse 
zero , dipenderebbe dal segno di ^ , che y fosse massima o 
minima: e cosi in seguito. 



vano una retta come tangente di una curva in un punto di os- 
sa, quando per questo punto non poteva condursi alcun'altr* 
retta, che cadesse tra la prima retta e la curva. Infatti data una 
secante, che tagli la curva in due punti, per quanto sia piccola 
la porzione di curva intercetta , è tacile il roncepire che per uno 
dei punti, nei quali la curva è tagliata, si possono tirare infinite 
altre secanti , che passino tra la curva e la prima secante. Sia 
data adunque (Fig. i) una curva riferita all'asse AP per mezzo 
delle coordinate AP=x e PM=y , e ponghismo che |>el punto 
M passi una retta MR riferita ai medesimi assi per mezzo delle 
coordinate p o q , e sia q-^ap^i .l' equazione di questa retta . 
Siccome il punto Me comune alla retta ed alla curva, se fare- 
mo p=zx , dovrà diventare q—y ; onde snrà y=ax*S , daiiii 
qnal' equazione riguardando .t n\ y urne date potremo determi- 
nare una deUe ceranti b , i> fatto ciò I' -■[inazione di qualunque 
retta, che passa pel punto Wsarà qz;atp—x)-t-y. 
-— -er vedere r~ 



Adeiso per v 

nel loro corso, accresciamo di Pp=i 1' 
nella curva l'ordinala QJV=y-t-i ^-t-'~^-f 
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nella retta l'ordinata QR=alx-*-i)*l-=y-t-aì. Onde la distanza 
tra i punti N ed R della curva e d-lln retta corrispondenti alla 
medesima ascissa AQ, fine la n'Ha Ì(/V Mia 

^ {br — °) '~t ÌTj^" 1 " Vj d~ i"" 1 "™ - Siccome può prendersi un 
roltire di i rosi [limilo, elio renila il primo termine di ijursta 
serie maggiore della somma di timi gli nitri , è fluoro che avre- 
mo un maggiore avvicinamento tra la rena e la curva, se inan- 
ellerà questo primo termine. Sarà in tal caso , e 1' equa- 
zione della retta diventerà q=: {p— x)ÌL+y , 

L'avvicinamento della trita cosi determinata alla curva fa- 
ll tale , clie non potrà pel punti- Af rciniliirsi un'altra retta , elie 
passi tra la curva e la piima rrtTa . Sia infuni s=Ar-i-Ii l'equa- 



prendeif un valore di i tale, clic aia (A~-a)i maggiore della ae- 
a iTr^"*""' ' °- un 'I ue ** ,a /tS maggiore di JW, 



Nella equazione q=r.p->,-h la quantità a esprime la tangen- 



punto M . 
Nello*. 

te trigonometrica dell'angolo, elio la tetta forma con l'a 
le ascisse, e — — è l'ascissa corrispondente all'incontro della 
ietta col medesimo aise. Sarà dunque ^ la tangente dell'angolo 
MTP, die la tangente della curva forma coll'aiie ,4P, e la retta 
dy 

AT- e perciò la sottnngente PT=AP—AT=1-. 
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Ripigliamo l'equazione s=Ar+-B della retta MS, ove A 
e eguale alla Ungente dell'angolo Mt'P. Siccome la tangent- 
dell'angolo MTP é =a, sari -f^^- In Ungente dell' angolo 
VMT: ondo se vogliamo die quest'Angolo sia retto, nel qual 



dalla equazione Ax-t-B=ax+J> , U quale sostituiti i valori diven- 
ta -x+R&=y ^ . e ci dà B=^-— . Sarà dunque 

j^r=t-*-j-^ — r l'equazione della normale, ' a distanza 

dell'incontro della normale coli' sue dell'ascisse dalla origine 
delle medesime, ed la subnorinale . 

23. 

La retta RN emendo =QiY— QR avrà un valore positivo 
0 negativo, secondo che l'ordinala delia curva sarà maggiore o 
minore della ordinata della tangente . Nel primo raso la curva 
MN sarà situata sopra la tangente, e perciò volterà la sua con- 
vessità all'asse AP , nel secondo la curva sarà posta al disotto 
della tangente, e volperà all'asse la sua concavità. Ma nelle vi- 
cinanze del punto M il segno della retta RN dipende da quello 



funzione sarà positiva o negativa . Abbiamo supposta y po- 
sitiva, e facilmente si vede che il contrario avverrebbe, se y fos- 
se negativa; onde possiamo generalmente stabilire che la curva 
volgerà all'asse delle ascisse la sua convessità 0 concavità, se- 
rondò che la funzione yj^i '"à positiva o negativa. 
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So Mi un pnnio di flesso contrario (Fig. a), la curva .la 

dunque il valore ili JIN dovrà canpiur segno , quando in luogo 
(li i vi si pone — i ■ Ora ciò non potrà accadere , finché nel valo- 
re ili RN sussìsterà il primo termine — -jjl < cne non cangia se- 
guo allorché i diviene negativa, e dal quale in vicinanza ilei 
punto M dipende il segno della retta RN . Quindi nel punto 
di flesso contrario dovrà essere -~=o, poiché allora essendo 
RN=~^£+ - 3 ' 3 ^ l ^ wt ^ a -> e polendosi i prender cosi pic- 
cola, che il segno del primo termine -^^7 sia quel medesi- 
mo di tutta la serie, IÌN cangerà engno quando i diventerà nc- 



Se M (Fig. 3) i un punto di regresso dell, prima specie, 
la tangente MR laderà tra i due rami MN, MN' della curva, 
e la retta RN avrà due valori uno positivo, e l'altro negativo. 
In lai caio lo sviluppo ^ ^ ■+- ^ -«-ec. dando un solo va- 
lore di RN diventa difettoso. Per trovare il vero sviluppo sia a 
il valore di x corrispondente al punto di regresso, e ponendo 
a-t-i in luogo di x svolgiamo il valore di RN in una serie ascen- 

P JIA'=-i"-jiiLi'.«». 
Siccome si può prendere i cosi piccola , elle il primo termine- 
ai' 1 superi la somma di tutti gli altri , bisognerà ohe l'esponen- 
te a sia un numero tritìi* col denominatore pari, affinchè RN 
abbia due valori uno positivo e l'altro negativo, 0 diventi im- 
maginaria se si varia il segno della ì. Questa è la condizione 
necas«oria, perché il punto M corrispondente all'ascissa ir=a 
sia un punto di regresso della prima specie. Ora se chiamiamo 
y' il valore di y, quando j diviene x-t-i , abbiamo, nel caso di 
x=zj . NR—r'—y—l^^ai a -t-i'^-i-fc., e prendendo la funzione 



OPUSCOLO I. ss 
seconda derivata per rapporto ad i ne deduciamo 
^£=a(w-ri)ai*"" a -wéc. Ma (i5), post» i=zo, ^i- diventa il ro- 
tore di ^ : Janjjue ^ nel caso di jc=a avrà per primo termi- 
ne del suo sviluppo u(a — i)ao , il quale a motivo di a nu- 
mero rotto sarà aero o infinito; e se questo primo termine è ze- 
lo , lo saranno tutti gli altri , perchè la serie è ascendente . Per- 
tanto nel punto dì regresso della prima specie la funzione 
diventa nulla o infinita. 

Se lo sviluppo di NR contenesse esponenti fratti col deno- 
minatore, pari, ma l'esponente a del primo termine non fosse 
tale, NR avrebbe due valori, ma questi sarebbero ambedue del 
medesimo segno a motivo del primo termine, che può rendersi 
maggiore di tutti gli altri, e che ha ira solo segno. In lai coso ì 
due rami di curva onderebbero dalla medesima parte della tan- 
gente, ed il punto M (Fig. 4) sarebbe un punto di regresso del- 
la seconda specie. 



Lo sviluppo generale di NR può anche divenivo erroneo, 
allorché la funziono y contenga un radicale di esponente dispa- 
ri, il quale diventi nullo nel coso di j=a. Allora se nel vero 
svtfup^o per questo caso di x=a il primo termine ai" 

fratto col numeratore ed il denominatore dispari , il valore di 
RN cangerà segno allorché i diventerà negativa, e perciò il 
punto corrispondente all'ascissa x=a sarà un punto di lleslo 
contrario. Se si osserva, che l'esponente o del primo termine, 
allorché e un numero intero positivo , dev" esser maggiore 
dell'unita, poiché nel valore di RX=y'—y-~i~ si sono tolti 
con la sottrazione del termine i^j tutti quei termini moltipli- 
cati per i, die vi aveva introdotti j 1 , anche qui si potrà di- 
mostra come sopra, che il valore di ^ diventa nel caso di 
Tom. Ili, Z 5 
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,T=a o nullo o infinito. Queste riflessioni servono ili supple- 
mento a ciò che abbiamo detti» ili sopra (i3), e c'insegnarti) a 
trovare anche quei punti di flesso contrario , relativa me me ai 
quali e illegittimo il generale sviluppo <li RN. 

36. 

Per trovare adunque i punti ili Seno contrarlo 0 di regna- 
lo della prima specie dovremo porre ^— - eguale a lero o all'in- 
finito. Sia a uno dei valori Ji x, che si ricavano da queste sup- 
TMHtiiloni, e ponendo nel valore di RN a in luogo di a) si svolga 
RN in una strie ascendente secondo le potenze di i , e la tor- 
ma di questo sviluppo ci fari conoscere se il putito in questio- 
ne è un flesso contrario o un regresso. Abbiamo fin qui suppo- 
sto che £~ non sia infinita ; se ~ fosso infinita , sarebbe tale 
anche , onde la regola data comprende ancora questo caso. 
Ma per giudicare della qualità del punto , in cui ciò avviene , bi- 
sognerà esaminare l'andamento della curva in vicinanza iti que- 

Nei punti di regresso della seconda specie la funziono 
puo essete nero o infinita, e puù non essere nò l'uno né. l'altro; 
o questo ultimo caso avviene quando l'esponente a de) primo 
termine dello sviluppo di RN è =». E qui merita di essere os- 
servato come quella eccezione, la quale in alcuni casi soffre il 
generale sviluppi! della l'mizinnp y'. & nou solo una necessaria 
conseguenza delle vurie affezioni delle curve, ma ci somministra 
ancora il solu mezzo, di cui possiamo valerci, per ben cono- 
Data per esempio l'equazione (y-H^f) P M*-« f~ P < 
ove ih. n , p sono numeri interi pusitivi ed m diverso dall'uni- 
tà, e la fraziono — i ridulla ai minimi termini, si cerchi di 
quale specie e quef punto della curva, che appartiene iill'ascis- 
aa -T— a . Posta l'equazione sotto la fgrma 
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yrzb^r-af^x-ef sari y=i+i*-a+i) m -+\z- a -H)>' 



g= m ( 1 - 0 ) m_ V^( ; r-o)'' i onde il valor* di RN, cioè 




— -t-i<m, purché ji sia pari i o quando m essendo dispari sarà 
m<— -i-i . Troveremo tutti questi punti facendo ^-^ o zero o 
infinita, ad eccedone del punlo di regresso della seconda spe- 
cie, quando m=a. Se fosse «bei , il valore di ifJV si ridurrebbe 

al solo termine , e.d all' esponente di questo termine do- 

vrebbe riportarsi il giudizio delia qualità del punto in que- 
g- 
li medesimo metodo, col quale abbiamo determinate le tan- 
genti delle curve, potrà servirci per la ricerca di quelle curve, 
che hanno un punto di contatto con una curva data. Sia y=F.x 
l'equazione dì una curia data, e q=f p l'equazione di un'altra 
curva riferita ai medesimi assi . Perche queste due curve abbia- 
no un punto comune corrispondente all'asciala *• bisogna che 
posta /^x sia j=v, e quindi /.r=Fj . Questa é la condizione 
necessaria, perché le due curve aliliiano un punto comune, ma 
gli altri punti saranno in ambedue diversi . Adesso per vedere 
quanto una curva differisca dall'altra, ponghianio x-t-i in luogo 
di r, e le funzioni F.(n-i) , /.(x-t-i] rappresenteranno le ordina- 
te corrispondenti nelle' due curve olla medesima ascissa x-w, e 
la differenza di queste funzioni ci darà la distanza, che hanno tra 
loio i punti delle due curve relativi all'ascissa x-t-i. Se chia- 
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miamo D questa disunii, e ci ricordiamo che F.x-^f.x, -naV- 
jendo in .«ir. 1- fusioni ./.(**.) avremo 

Si vede io generale, che questa distanza sarà tanto più pie- 
termini svaniranno nel principio delta tette. Ma per conoscer 
meglio questi diversi gnidi di avvicinamento eoosideriamo un'al- 
tra curva , che abbia per equazione s=f.r tra le coordinate r ed 
3 riferite ai medesimi assi, e su p ponghi amo che anche questa 
abbia un punto comune con le altre due corrispondente alla 
medesima ascissa *, in modo che sia <f.x=F.x=f.x. Chiaman- 
do A la distanza tra i punti della prima curva e della tetia cor. 
rispondenti alla medesima ascissa x-*4 avremo 

Supponghiamo adesso che le primo due curve sian tali , chi 
si abbia Y=¥"' " l " lore d ' ° dÌTenta ™ 

ed è facile il vedere che, se ^ non è = — , si potrà prendete 

i così pìccola, che sia &>D. Ciò infatti si riduce a prendere 

i tale, che nella serie 

aF - f + 1 — — W- 

dx dr fi di'f ^.i\dx- dx>/ 

il primo termine «P«l 1= «»»»»» di «ti « seguenti, 

lo che è sempre possibile, e trovato un valore dì i che soddi- 
sfaccia a questa condizione, ma avrà luogo auche per tatti . 
valori piii piccoli di i . Dunque la lena curva non porri pa.sa- 

1 . df^dF 

re tri le due prime , se in essa non sarà ^ . 

Se non solo sa. f = % ma aocota g.g.1. modo 
ehcU vaio, divenga ^ „ 
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■i dimostrerà nella medesima maniera , che quando non sia 
^=^,ed insieme ^7— fi polti prendere un valore di i 
cosi piccolo, che A riesca maggiore di D; e cosi in seguito. 

Si pnò adunque in generale concludere che, data una cur- 
va qualunque le un'altra curva avrà un punto comune con la 

ascissa, e se di le funzioni prime derivate da queste ordina- 
te saranno esse jmre eguali, in tal caso sarà impossibile che un' 

me? «"ìneno cho'u iLXn"' prima' "derivata di™' ordinata Mo- 
nelle due prime curve "anche la funzione s.conda derivata 
dall'ordinata comune sari eguale, * impossibile che una terza 
curva condotta pel punto comune passi tra le due prime, a me- 
no che ancóra in questa la funzione prima e seconda derivata 
dall'ordinata comune non sia la medesima; e cosi in seguilo. 

Nell'Analisi degl' infinitamente pìccoli questi diversi con- 
tatti sì riguardano come coincidenze di due o più punti delle 
curve che si toccano, ma questa idea non è esatta. Poiché le 
due curve propriamente non coincidono che in quel solo pun- 
to, nel quale le coordinate sono eguali, e l'eguaglianza delle 
funzioni prime, seconde, terze, ec. derivate dalla ordinata co- 
mune non rende le curve coincidenti in altri punti, ma le fa in 
modo avvicinare tra loro, che non può tra esse passare un'altra 
curva, nella quale la medesima eguaglianza di altrettante fun- 
zioni derivate non abbia luogo. Ma per distinguere tra loro que- 
ste diverse specie di contatti, chiameremo contatto del prim' or- 
dine quello, nel quale ha luogo l'eguaglianza tra te sole funzio- 
ni prime derivale dall'ordinata comune alle due curve, contat- 
to del seco od 'ordì ne quello, in cui sono eguali le funzioni fri- 



linee e la linea retta, paragoniamo adesso una curva qualunque 

data cui cerchio, che ha per equazione (jj— o) a -<-(? by~c* , 

ove a e * sono le coordinate del centro, e e il raggio. Avre- 
mo r=Wlc*-tp-") t W-J>;e peiciò/.«=i^/£e'-(«^-»)'J. 
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. Facciamo f.x=F.x=y , 



l'I"-!-— TI' 

£-■£-£■ *«t-w-<-*i. 

^y\c*— {ir— a) a ]=— ««, e la seconda di qu.es t'eqii (ti on 



— , dalle quali (i deduce 



. nel quale le coordinate o e i del 
centro hnono i valori precedenti , sarà rsiJe , the Ira omo e la cur- 
va non [juò passate un altro cerchio del medesimo raggio, e *i- 
tuato diversamente. Poiché dato un altro circolo, nel quale le 
coordinale del centro siano e ed f , in modo che sia 
j3^t-[/[c a — (r— e)']— f.r, acciò questo po;sa passare tra la cur- 
va ed il primo cerchio, dovrà essere f,x=iy, c ■ Ora 

quest'equazioni nascono dall'equazioni f.x^y , e Jj = ^i r ut " 
che vi si cangi a in e, e b in f: dunque avremo da case per e ed 
f i medesimi valori di a e b, e perciò il secondo circolo coinci- 
derà col primo. Pertanto, secondo la definizione delle tangenti, 
ìl cerchio det raggio e, il di cui centro t- rlclei minatu iliii vnl,--ri 
trovati di a e 6, sarà tangente alla, curva proposta nei punto 
corrispondente alle coordinate x ed y. 

Siccome c pud esser qualunque, vi saranno infiniti cerchi 
di diverto raggio, che sono tangenti al medesimo punto della 
curva, e la relazione tra le coordinate a e b del centro ed il rag- 
gio c sì dedurrà dall'equazioni precedenti, che ci danno i valori 
Aia eh qualunque sia e. Se da quest'equazioni elimineremo c, 
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curva nel medesimo punto . Quella rena adunque dovrà eB- 
■r normali' alla curva; ed in falli li veda clic la di lei equazione 
jmbina con quella , ohe sojua (u) abbiamo assegnata alla nor- 

29. 

Tra tulli questi circoli, die hanno con la curva propcta 
n contalto ilei pri m'ordì ne, sa ne può trovare uno, il quale ab- 
ia con la medesima un cuntatto del tecond' ordine , ae ti deter- 



c in modo, che abbia luogo l'equastone = • O f » 



estendo j 



[=.-<*- >■]" 
H«.-(^).]=-" 



; ma abbiamo t 



. Se soit.it u [amo quello 

Taloro di c in quelli di a e £ otterremo 
drt d-'\ dy* 
dr "*~dr>! . ,Jr dl^ 
d'r ' ~ y ~* d'r ' 

Tra il circolo rosi determinato e la curva data non polrl 
cadere l'arro di qualunque altro circolo. Sia infatti 
*=0-*=S^H/[s'— I/— «)*] l'equazione del cerchio, che ti snppo- 
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bp passare tra il primo e la curvi , e dovrà perciò esaere 

dy df rf'v d*t n ■ ... 
y=jl.i, -j- — ^ • — JJT ' Q ue,[ equazujDi il cangiano in 

y=f-*. ^ = 27 ' dT> = Z~» ' ,e !e q" an " tà «. /. e * mutano 
rispetti va mente in a , b, c. Dunque le piime equazioni ti da- 
ranno pei e,/, g quei medesimi valori, che le seconde ci han- 
no dati per a, b, e; ed il secondo crrchio, che li supponeva 
passasse tra il primo e la curva, coinciderà esattamente eoi pri- 
mo. Questo circolo ha relativamente ai circoli la medesima pro- 
prietà, che ha la tangente rapporto alle linee rette, ed è quello 
che si chiama circolo osculatore o di curvatura , perchè serve a 
misurare la curvatura delle lince curve. Il raggia c di questo 
circolo si chiama raggio dì curvatura; e le quantità a e b deter- 
minano la posizione del centro del circola osculatore, e sono le 
coordinate della curva, nella quale cadono i centri del citcoli 
osculatori di ciascun punto della curvo data- 



Questa teoria dei contatti ti pui> presentare in un modo più 
generale, e che somministra un calcolo più comodo. Siano x ed 
y le coordinate dì una curva proposta,^ e q quelle di un'al- 
tra curva, che si vuol paragonare con la prima, e sia l'equazio- 
ne della seconda curva F.(p, q , a, b , c . .. )=o, ove a , b, c, ec. 
sono q mintiti costanti. Se le costanti sono due sole a e b , e le 
determiniamo per mezzo dell' equazioni F.{x ,y ,a,b)=o , 

gfegilfl=,,h«um MI' .,„..».„ FJj, „,i)=> ..- 

rà tangente della proposta; poiché, quando p — r, sarà in vigo- 
re della prima equazione q=y , ed in vigore della seconda 

df dx 

Se le costanti sono tré, e le determiniamo coli' equazioni 

*(,.,, ., », *)=,, '"i-.y^ =0 ,'-*i-fc^U, 

la curva dell'equazione F.[p, </ ,a, b, c)=o avrà con la propo- 
sta un contatto del second' ordine, poiché in grazia delle tre pre- 
cedenti equazioni, quando è ?=y, ~ = , jj^ — ^ri ■ 
E cosi in seguito per i contatti degli orefini si 
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L' eqanzione la più generale dulia linea reità essendo 
q — ap — fco. la quale non contiene che due cintanti, la Unta 
reità non può avere con una curva che un contatto del prira'or- 
dlne, per oltenere il quale si dovranno determinare a e b dall' 



{p—°YMl~ *)*— c'=o, non è suscettibile ohe di un contatto 
del Becond'ordine. Per determinare le costanti o , * e a ponghia- 
mo x ed y in luogo di p e g , e prendendo due volte l'equazione 
derivata avremo {x — a)'-y-[y — b)> — c"=o , x— a+-(y— b) ^ =0 . 
— b) ^JJ"'"5Ì*J— °i dalle quali equaiioni ricaveremo tacito 



li valori combinano con quelli 0 
La curva della equazione j; 

motivo delle quattro costanti un i_ ... , 

chè Io abbia convien determinare quote costanti per r 
dell'equazioni y=&-t-bx*t-cx'-i-ex* , ~b-t-3.cx-t- 3 ex' , 
±£=*c-*6ex, ^j=6e;le quali ci danno , 



"=y— x -+■ — — 6" rfr^ ' Sostituii! questi valori l'equa- 
zione proposta diventa 

jsv-K.-.A-tfc+iì-Vfctì-'^. 
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tangente della curva in un punta situato ad infinita distanza; 
ma questa nozione non è giusta, perchè l' asintoto và sempre più 
accostandosi alla curva senza mai raggiungerla. Vediamo adun- 
que come possiamo formarci una idea più adequata degli asin- 
toti tanto rettilinei che curvilinei. Sia y=Fix l'equazione di 
una curva, e ponendovi — in luogo di x svolgiamo il valore di 
F . — in una serie ascendente della forma 
Aì'+Bi"* 9 +Ci a ~*~ 9 *' 7 Sedata l'equazione di un'altra 
curva y=f.x svolgiamo similmente f.^- in una iene ascenden- 
te, di cui alcuni dei primi termini siano identici con quelli del- 
lo iviluppo di F.-r- , dimostreremo col ragionamento più volta 
usato, che si potrà prendere i cosi piccola, che un'altra curva 
dell'equazione y=f.x, nella quale <f.— sviluppata per le po- 
tenze ascendenti di i non abbia un egual numero di primi ter- 
mini identici con quelli di F.— , non potrà passare tra le pri- 
me due curve nei punti che corrispondono all'ascissa x= — , e 
a tutte le altre ascisse più grandi ; poiché se un valore dì i sod- 
disfi alla condizione richiesta , vi soddisfaranno egualmente i 
valori di i più piccoli di quello . Da ciò si deduce che la curva 
della equazione y=Ax~ a andrà tanto più accostandosi alla 
curva proposta, quanto più grande sarà l'ascissa, e che vi sarà 

sviluppata per le potenze discendenti di x non abbia per primo 
termine Ax , potrà cadere tra le due prime. Similmente la 
curva della equazione y^Ax^-t-Bx""^ , allorché l'ascissa 
x è molto grande , si accosterà allo proposta più che la curva 
dell' equazione y=Ax °, ed insieme più di qualunque altra 
curva, nella quale lo sviluppo di y non abbia i due primi ter- 
mini Ax~ a -*-Bx 11 ^ . E cosi in seguito. 
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chiamano asìntoti di lla ptopoiia . E te i primi due termini d'el- 
io sviluppo di F.~ saranno AÌ -t-B, lo reità della equazione 
y=:Ax-t-B sarà l'asintoto rettilineo della curva data , e quando 
l'ascissa divien molto grande si avvicinerà alla curva più di 
qualunque altra retta. Dalla nozione, che abbiamo data degli 

dente secondo le potenze di x. Dato tra x ed y l'equazione 
i-i-xy*—yi~o abbiamo trovato (18), ebe la y svolta in una se- 
rie discendente aveva la forma 

Dunque la curva di quella equazione ha un asintoto rettilineo 
espresso dalla equazione p-r, la quale rappresenta una retta 
condotta per l'origine delle ascisse e formante un angolo aemi- 

più di questa retta si accosti «Ila proposi», prenderemo la curva 
della equazione y=.r-i — - , o quella della equazione 
y=x+J s -£ i , so. 

Mediante i principi esposti in questo articolo acquistiamo 
una idea del modo di trovare gli asintoti delle curve più chiara 
dì quella, che ci somministra il Cap. X. della Seconda Parte. 
Anzi conviene correggere l'articolo yi. in quella parte, ove si 
determinano i coefficienti p\ y, ec. dei termini ~ , £ ,ec, .per- 
di* il metodo quivi esposto per questa ricerca è difettoso, e con- 
Tiene usare quello del mini. 18. di questo Opuscolo , o, ciò nho 
è lo stesso, regolarsi in uri modo analogo a quello praticato nel 
mini. ga. del medesimo Capitolo . Cosi pnrè deve correggersi 
l'esempio posto in fine dello stesso Copitolo, ed in luogo dell» 

gueoza i due rami Bb, EV saranno relativamente all'asintoto 
rettilineo LL' in parte opposta a quella, in cui seno descritti 
nella figura . 
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Passiamo a cercare la qundratura delle curve. Sin Hala 
(Fig. S) la curvaCM riferita alle coordinato AP^r , e PM=y; 
se prendiamo PQ=i, sarà l'ordinata QN=y-t-ì'£- -t- - ~ -vec. 
L'area BCMP, che incomincia ad. una ascissa data AB, sarà 
una funzione di a, che chiameremo u, e ponendovi x-i-i in luo- 
go di i sarà l'area BCNQ=^i ~ * £ ^T^ 0 - • e l ' flrea 
P.WiVQ=£ ^-4-y^-^ec. Prendiamo i cosi piccola, che tra i 
punti P e Q noi, "caci* alcun massimo o mìnimo dell'ordinato; 
in tal caso l'ordinala PM andrà continuamente crescendo o 
continuamente diminuendi, per tutto lo spazio P dell' asse . Po- 
sto ciò è facile il vedere, che l'area PMNQ sarà sempre mag- 
giore di uno e minore dell'altro dei due reltangoli, che hanno 
PQ per base, e PM , Q_N per altezze, i quali sono iy, ed 

i^t gl'Ila + sr esle r compresa tra i limiti iy ed 

^-t-ec. Ma essendo i! medesimo il primo termi- 
ne di questi limiti, col discorso più volte usato vedremo, che 
la quantità i'-j" -t- — T~^-*- fc - 000 P" ù esser compresa tra loro, 
se ìl primo fermine i~ non è eguale al primo termine dei li- 
miti . Sarà dunque ^=y, cioè sarà la funzione prima derivata 
dall'area eguale all'ordinata, e quindi l'area eguale alla funzio- 
ne primitiva dell'ordinata, 

33. 

Se due lìnee curve o composte di rette hanno le loro con- 
cavità voltate verso la medesima prie egli stessi termini , quel- 
la è la più lunga che racchiude l'altra. Di onesto principio am- 

licerca della retti fi emìone delle curve. L'arco adunque MN 
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(Fig.5) della curva concavo in tutti i «noi punti dalla medesima 
parte sarà maggiora della corda MN , a minore 'Iella somma 
delle due tangenti MO, ON condotte ai punti M ed N dello 
curva, le quali s'incontrano nel punto O. Ponghiamo, come 
«opra, i cosi piccola, che per tutto l'intervallo PQ l'ordinata 

flesso contrario. Ciò posto, se >i prolungano le tangenti MO, 
NO nuche incontrino in S ed fi ]e ordinate QN e PM, e si 
conducono MY ed NT parallele a PQ, è facile il vedere che 
uno delle tangenti NR cade Un la perpendicolare NT e la cor- 
da MN, e perdo tt minore di 'lutila corda, l'altra MS si al- 
lontana dalla perpendicolare AfF ]iiù della corda MN, e perciò 
è maggioro di essa. Inoltre nel triangolo SON simile al trian- 
golo MOR il lato OS opposto all'angolo ONS è maggiore del 
lato ON opposto iill'angolo minore .1, e perdila tangente MS 
i maggiore della somma delle retta MO ed ON. Potremo fa- 
cilmente assicurarci , che lo stesso sempre accade, qualunque 
sia la figura, e ne concluderemo che l'ureo MN delta curva ca- 
de tra le dna tangenti MS, NR, cioè i maggiore di una e mi- 
nore dell'altra . 

Se chiamiamo s l'arco CM, sarà l'arco 

tangente MS b =ì/{M V* + VS*)=iy/ (n-^) =(»>.* , « 
pongliiamo (f.a^|/''^r-i-^~J , e la tangente 
JVfl=i^.(E-t-i)=i}lj-^i 1 ^-|.ec. Dunque avendo i due limiti il 
medesimo primo termine i^.i, dovrà a questo essere eguale an- 
che il primo termine della quantità « ~ -1- ^- — — -+- ec. contenn- 
ti tra questi limiti, e perciò —s^.^J/^i-i-Ì^ , cioè sarà 
l'arco 1 eguale alla funzione primitiva della funzione 
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34. 

Nei problemi relativi alla quadratura ed alla rei li (ica zi ODE 
delle curve , come in molti altri , si renile necessari» la cognizio- 
ne del calcolo inverso, con cui dato una funzione 0 equazione 
derivata si possa giungere a quella funzione 0 equazione primi- 
tiva, dalla quale la proposta (unzione o equazione può esser de- 
rivala. Noi per uniformarti alla man inni di scrivere ricevuta in- 
dicheremo col segno fAdx la funzione primitiva di A, ove il 
segno dx significa che A è funzione di x, 0 sia che la derivazio- 
ne è stala latta relativamente alla variabile!. Cosi le due equa- 
zioni ^=zA, ed y=/Adx significano la medesima cosa, ed indi- 
cano che la funaione A e la funzione derivata da y, a y la fun- 
zione primitiva di A. Ma qui convien fare una osservazione im- 
portante; siccome la funzione derivata da una quantità cottante 
è zero, nel prender uno funzione primitiva converrà aggiunger- 
vi una costante indeterminata, la quale o e sparita o pub essere 
sparita nel prendere la funzione derivato ; giacché è la stessa la 
funzione derivata da y, e quella derivata da y accresciuta di 
una costante. Se a questa costante si darà un valore determina- 
to, si otterrà una particolare funzione primitiva, ma se si lascia 
indeterminata, si avranno tutte le funzioni primitive, dalle qua- 
li la funzione proposta pub esser derivata. 

35. 

Questo calcolo, con mi dalle Funzioni derivate si ritoma 
alle primitive, dipende delle medesime regole prese inversa- 
mente, ma come succede in tutti i metodi inversi quelle regole 
non vi si applicano con la stessa facilità. Se ci co ritentati imo 
rli esprimere \a funzione primitiva per mezzo dì una serie, po- 
tremmo ottenerla sempre e con molta facilità. Infatti essendo 
data la funzione prima derivata do y avremo il valore di ^ , e 
da qnesla otterremo i valori delle altre funzioni Ì£ , Ì£ , ec. 
Siano ¥, V, Y", »c. ciù che respetti veniente diventano le 
quantità y, ~- , , ec. , quando vi si pone a=o , e sì 
avrà (17) 
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ove ¥ sarà una costante arbitraria. Qui però sì suppone, cbe 
ni una delle funzioni ^-i , ce. dìientì infinita quando 1=0; 
altrimenti bisognerebbe ricorrete al metodo esposto al num. iH. 
La medesima lerie ci darà il valore di y, quando iarà dola tra 
x ed y una equazione derivata del prirn' ordine . Ma le avessimo 
tra x ed y una equazione derivata del aeeond' ordine, potremmo 
da questa dedurre il valore di j~ e delle funzioni derivale se- 
guenti per }■ e^p ma non conosceremmo il Talora dì qneat' ul- 
time, e perciò nè pure Yeà 1". Onde il valore di y a verri da- 
to anche in questo caso dalla serie precedente , ma essa conter- 
rà due costanti arbitrarie Y ed Y". Si potrà un simile discorso 
applicare all'equaaioni derivate degli ordini superiori , e si ve- 
drà clie il valore di y contiene tanle rastanti indeterminate, 
quanto e l'ordine della equazione derivata. Ma per ciò, che ri- 
guardai] numero delle costanti, le quali devono completare l'e- 
quazioni primitive ci rimettiamo a quanto ne abbiamo detto nel 
Calcolo Integrale, ove questa materia * bastantemente discussa 
e schiarita. 

. 36. 

Ma il problema , in cui ti cercano le funzioni primitive sot- 
to una forma finita, non può risolversi che relativamente ad al- 
cune particolari specie di funzioni, ed il metodo per risolverlo 
convien dedurlo dal confronto delle funEioni primitive date con 
le loro derivate. Cosi essendo ni"* 1 la funzione derivata da 
i", viceversa ~ sarà la funzione primitiva di w" -1 , ed - la 

funzione primitiva di x , Noi non ci tratterremo in questa ma- 
teria, perchè le regole, che potremmo dare, sono quelle mede- 
sime, le quali abbiamo esposte nel Calcolo Integrale. Infatti 
quantunque nel Calcolo Differenziale abbiamo data una origine 
ed un significato diverso al segno ^ , il valore pere- della fuo- 
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eione rappresentata da questo segno sì trova quivi coti le mede- 
tìrae ri'gole, che aliliianio insegnale di sopra . Onde viceversa le 
regole saiannn le stesse, allorché dal valor dato di ^ sì vuol 
passato alta funzione y , dalla quale questo valore è stato de- 
dotto . 

37. 

Quantunque in generale data una funzione derivata non se 
gnare i limiti , tra i quali «sa è compresa. Incominciamo dall'os- 

zioiie derivata da lei sì mantenga sempre positiva per tut- 
ti i valori di 1 compresi tra a e b, ove i>a r \* differenaa dei 
valori di F.z corrispondenti a que6ti limiti a e b, cioè 
F.b~F.a saia una quantità positiva. Ver dimostrar ciò denotia- 
mo per più semplicità !(■ i irximii prima, seconda, ter™, ec. 
derivate da F.z con i segni F.z, F'.z, F".s, ec. ed avremo 

F.{z- t -i)~F.z=ÌF.z-i-'^F , .z+^F".i-^:c. 
E siccome possiamo prendere i cosi piccola, che nei secondo 
membro della precedente equazione il primo termine iF.z su- 
peri la somma di tutti i seguenti , se F.z è positiva , potremo 
rendere i positiva e così piccola , che la quantità F.(e-i-ì)— F.z 
sia positiva. Ora se dividiamo la differenza tra a e b in poizio- 




sivamente a, a-t-i, a+zi, .... i-i, 5 in luogo di z, tutte le 
funzioni F.a, F.(a*i), F.(a*.ni), F-(*-i)> f -* sono po- 
sitive. Dunque putn Efinp:e p .e minisi i cosi piccola, die tut- 
te le quantità F.(a+4)-F.a , F.(a-+-2Ì)—F.{a-*Ì). 
F.( a +3i)-J , .(o-t-ai) F.(b-i)—F.(b-xi), F .*-F.(È-i} sia- 
no positive: e quindi la loro somma, cioè F.b—F.a sarà una 
puntila positiva. 

Ciò premesso sia 1( il più grande , ed h il più piccolo dei 
valori, che riceve la funziona derivata f.'z per tutti valori di s 
compresi tra le quantità a e b, ove dei valori negativi ti riguar- 
dino come più pianili .[iii-llì. Lille pri-M'iiLi.lciido dui segno sareb- 
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bero minori; e le qua otiti K— f.a, f-x—L saranno positive da 
z=a fiuo a =i. Facciamo F.z=K-f.z, e prendendole fun- 
zioni primitive avremo , a motivo di K costante, F.z=Kz-f.z ■ 
e siccome F.s è sempre positiva da z=a fino a i=A,sarà 
F.b—F.a>o , e sostituiti i vaioli Iib—f.b—Ka-*-f.a>o, e quiu- 
di f.b<f. a - f -K{b-a). 

Nella medesima guisa ponendo F.z=f.z~L. avremo 
F.=f.z-Lz, e siccome anche io questo caso F.b-F.a>o , ot- 
terremo /.i-iA-/ 0 +i,o>n , e peicio f.l»f.a-L(b-a) . Se 

sia dato il di lei vaio regnar] do s=a, atremo i limiti tra i qua- 
li è contenuta f.z per un aitro valore qualunque ù di s. Cunvien 
però rirìcttire, clic qiiCMj Jruiiit rsf i.'iiilo n jjj.o-^i.lta alio svilup- 
po della funzione F.{z-*-i) è soggetta a quell'eccezioni , che sof- 
fre questo sviluppo ; onde cessa di aver luogo quando tra i limi- 
ti a o b alcuna delle funzioni derivate /,z , f'.z, ec. diventa 
infinita. 

38. 

Se la funzione f.x avrà la forma z n Z, ove Z è una funzio- 
ne data di a, e se le quantità a e b saranno positive, i limiti 
della funzione primitiva /j si potranno esprimere sotto un'altra 
forma. Sia M il più grande ed Pf il più piccolo dei valori, che 
riceve la funzione Z da z=o (ino a * — b; saranno tra questi li- 
miti positive le quantità M—Z, e Z—N, e cosi pure , a motivo 
di a e b positive, lo saranno le quantità x"(M— Z), e 



=i"(M-Z) ci dà »? — 

e z n Z=zfj; dunque avremo 
Mi"*' _j f Ma." 



onde fi deduce 

/.*</■»- 
Tom. ITI. 
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simile ragionamento tulla quantità j"(Z— IV) ne ri- 

Per mostrare i' applieawe-m di questi principi " a un oggetto 
importante , ce ne prevarremo per valutare l' errore che li com- 
metle,allotchènellsaerie(») 

F.(x^-Ì)=F.x-aF.X-f'-^F'.x-i-^F n .x^tc. (a) 
li prendono aleuni dei primi termini trascarati tutti i .eguenti . 
Consideriamo lo sviluppodi F.{x->-i-i-z) secondo le potenze di z 

F.( x ^^)=F.(x^)^F.ix+i)+^F\l X -a)-HX. , 
e ponendovi i-t in luogo di i avremo^ 

F.(i^i)=F.(i-»-i-=)«^-( I -"-- l; )- | -T- F ''' :r "^'^ l) " M ' c " ® 
e que.ta .erie {!>) ai cangerà nella serie {a) , vi faremo «SÌ. 
Siano adesso P< '> , P W , P (3) , «• f « «™», -»e d commetto- 
no , allorché nella serie (i) ai prende .1 solo pr.mo ter mine 
F [x-w-s) . o i «oli due primi termini f.{i+w)+sF .(s-w-*), 
o i primi «e termini ^«i-.)^.^^^' 

«.-, è chiaro che f'' 1 , ^ , P (3) , «• »»»•»». *»« funadoni 
di s, che diventeranno nulle quando *=0 , e M vi porremo «=a, 
li cangeranno negli errori corri appnd enti par la sene (oj. 

Avremo dunque in primo luogo per determinar i* l'e- 
quazione 

- e aiccome questa .uuiatf qualunque aia a, sussisterà ancora 
tra le funzioni derivate ptese relativamente a z. Quindi osser- 
vando die, posto x-t-i— s=/>i è 
JF.Ijm-i— p j^-FAxt-i— s). otteinmo 
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dui 

zione primitiva deve prendersi relati va mente a * considerando 
i ed i cooie esitanti, ed io modo d- terminarcene la costante 
arbitraria, che la funzione svanisca quando =o. 
In secondo luogo gara 

F-(x+ì)=P (i+i- 1 )+ E F'.( a :+i- a )+P* a > , 
« prese le funzioni derivate per rapporto a i 

o=^F.lx-t4-z)-*-F.{x-hi~tì-tF'.[x-M-z)-^.^ì ■ 

end» li deduce ^aP'^j+i-,) , B pW = f z dzF" .(x+i~ z ) . 
Cosi pare se faremo 
F.M=F.( I *i- t ) + ,J'.( 1+ i_ I ) + ^ ri(l+i _ l)+ p(3) i 
* prenderemo le funzioni derivate relativamente a s, troveremo 

+F.(x-hl—z)+zF'.(x-i-i~z) 

^—^^'.(x^i-z), e pW=:J-fz*dzF".{x+i~z). 

Onde ìn generale apparisce che , chiamando P^ 1 ' l'erro- 
re ohe si commette, allorché per esprimere il valore di _F.(i+i) 
SI prendono gli „-m primi termini della serie 
F.(x+i-z}+zF .(a^-aj+ec. trascurati gli altri, avremo 

~~ 5T— = , -('+'-«) , cioè 

^k-TT^'-^'W^. Presa ^ f U n- 
none primitiva in modo, che svanisca quando t=o , « T i fare- 
mo poi <=■', • dopo queifa sostituzione li funzione p*?— 1 ) di- 
venti p/""'), uri 
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F.(x+i)=F.x+4F.s+ i ì-F , ji . . . --^L fH^'"-*- 1 * . 



Siccome il valore di q}"*"^ è espresso per la funzione pri- 
tiva di una data funzione derivata , potremo trovare i limiti , 
. i quali è compresa Q (,M "'*, mediante il metodo eiposlo (38). 



Facciamo f.z=fz n dzF '"""'.(n-i— i) , e sali 
f.z=x"F {n + , ).^+i-z), e quindi Z=p( n * 1 } .(x+i-z) . Poc 
gliiamo azza, bzzì , e chiamando M il pììi grande ed A" il più 
piccolo valore, che riceve la funzione 

1-4-1 
JWI 

/.,>/.o+iV , 

n-t-i 

Ma liecoms si dere prendere la funzione f.z in modo, elio sva- 
nisca quando i=o, sari /.o=o, ed M ^ , «ranno i 

limiti di/.i, e quindi ■■ ^'"7' , 1 linliti di 

Adesso potremo determinare ijucl valore di i, che rende 

nn termine qualunque _f F^.tt dello sviluppo di 

F.(x-t-i) più grande della somma di tutti i termini seguenti . 



Poiché essendo questa somma =Q ( 



,(«-*-') 
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t tw.,> , *• .<fca£k. 

a .3. ..n a.3...(**-i) M 

/ ■ , <■• ' 

Il resultato ottenuto nel num. precedenti! si potrà presen- 
tare con maggior brevità ili discorso , se sì riflette che, essendo 
M ed N il più gronde ed il più piccolo dei valori di 
p(*** , ) 1 (a W j_ B ) j a „ s= j f qualunque valore intermedio 
tra M ed iV potrà esprimersi dalla medesima funzione 
jpf"" 1 " 1 ) ,(x-fj— . a), se >i darà a r un valore intermedio tra o ed 
i, o siadallafanzÌo n e/ / "*"'.(i-*-Ì-pÌ), ove f i un numero 
compreso tra o ed i , o più semplicemente, posto i — (^rA , 
dalla funzione f*""' >.(jM*Ìj) , ove anche -t 4 contenuto tra o 
ed , . Sarà pertanto C^^^'W, « 

ove A è un numero incognito , ma compreso tra zero e l'unità. 
Sin per esempio F.a=:log.x , ed avremo 

]0g.(jM-i)=l0g.:r-MJ--*-! . S- ±ì -=f' i 

e siccome 1 — ed '- sono il più granile ed il più pic- 
colo valore della funzione l , saranno 

(i-t-Ai}""*" 1 

=c:_L_^ e ^_L_^-l-j j limiti dell' errore clie li 
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F.i= P*j F->-— F" - . . -- - '"" gt"^ ,J "" ' ff*"- 1 ) , ,- 
^ a.3...n a.3...{n-i-i) 

-F\i=F-w:FV^> , ....4- — r&i+ f*"*-') ix 

a 2.3...* 2.3...(n^,) 

Nei metodi, dì Hpprosiimarione , che dipendono dalle «arie , por 
tremo per mezao del teorema precedente molte Tolte ttimare 
l'errore, che risulta dai termini ohe li 



Se per esempio F.x=^/(i+x), sarà F i — ' 

a(-+*) T 



dispari , ed il segno — quando n i pari . Sostitneudo questi va- 
lori nel teorema generale avremo 

± 1 .3.5...(a n -3) g" i,S.6...(aii-0 

Siccome il valore di [h4* cade tra i ad' r^,' l'errore per ec- 
cesso o per difetto commesso nel trascurerà tutti ì termini po- 
rteria di- (n^-.).-^ „ri, < ^ , cioe minnle 
del termine (n-t-a).**""° della serie . 
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43. 

1 metodi, con i quali dall'i*] unioni derivate si passa slle 
Joro primitive, sodo quei m erteli mi , che abbiamo esposti nel 
Calcolo Integrale , e perciò ci asterremo da] parlatile . Sirio per- 
rhè questi metodi spesso introducono in luogo di x eri y altre 
variabili I ed a, delle quali le prime sono funzioni , conviene 
accennare il modo, che secondo gli «sposti principi *' deve ,e ~ 
nere iteli" eseguire queste sostituzioni . Eesendo * ed y funzioni 
date di t ed », e dopo la sotti limone « divenendo (unzione di 
I, anche x ed y diventeranno funzioni dì f. Ma, quando x è 
funzioDB dì (, abbiamo (8) ^= . ^ ; dunque in luogo di 
*" 

eonvien porre , quando sì vuol passare alla ipotesi, in 

27 

cui a- ed y sono funzioni di (. Data adunque l'equazione 
Ì£=F.(x,y), bisogna prima trasformarla nella seguente 
'j£ = j^F.{x, y], e poi sostituire in luogo di x, y, ~ , ^ i In- 
ro valori in t , u , e ~ . Se si ponesse per esempio x=t-t-:i , 

, - d x du dr <tu , 
yst-a, sarebbe ^ =l*y , 37='-^ . e 1> proposta diven- 
terebbe 

Per la medesima ragione in lucgo di , , ec. con- 

verri porre respetti v.mente - - ~- : jj- ."«e, ■ h 
quali espressioni, sostituendovi gradatamente i valori di^ t 

jj^j, ec, e sviluppandole divengono — Z' dl ' , 

iw (-£)' 
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ify thr d'i dy d>x dr jd'ry 

{di) (&) {£) {di) 

44. 

Si facciamo *=y ed u=j, avremo ^=1, e nella equa- 
zione data dorremo perciò tostituire — ^— in- luogo di ~ , 

4P 

, ce. Io tal mode si Otterrà una equazìono equivalente al- 
ia proposti, ma nella nuova eqiiaiione, invece di riguardate y 
come Funzione di x, viceversa si riguarderà x come funziono 
diy. 

Quindi si deduce in primo luogo, che data l'equazione 
^_—A, ove y si considera come funzione di x, si potranno in- 
vertero i termini della frazione purché »' inveri» ancora il 
termine A-, e l'equazione ^ = j > in CQ i x si considera come 
funzione di y , sussisterà egualmente . Sia per esempio y^ziea.x. 



l/(i-sen.».r) \/{\-y') 

x 0 sìa dall'ateo del 
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ne derivata del tera' ordine; e così in seguito . Che se i medesi- 
mi aegni «i trovassero insieme in una data equazione deri- 
sala, ciò indicherebbe , che nella proposta equazione he luo- 
go un'altra variabile I , dì cui x ed y sono funzioni. Ma questo 
sembrando contrario a quello, the abbiamo veduto nel Calco- 
lo Differenziale, fa d'uopo spiegare l'origine di una tale dif- 

4S. 

Dalla equazione F,(x,y}=ctiit: si deduce l'equazione deri- 
vata della forma A^--t-B~o. Questa medesima equazione l'ab- 
biamo nel Calcolo Differenziale ricavata dalla teoria dei limiti 1 
ove quantunque la funzione indicata dal se^no avene un'al- 
tra origine e significato , pure si deduceva dalla funzione y con 
le medesime regole, ohe abbiamo adesso usate pel calcolo delle 
funzioni derivate, e perciò il valore di & è in un caso e nell'ai- 
Sro il medesimo. Ma poi icordauduci che -Z. era un segno abbia- 
mo considerate dxe dy come se fossero quantità, e fatta la mol- 
tiplicazione per dx abbiamo posta l' equazione deiivata sotto la 
l'orma Ady+.Bdxzzo , che e quella, alla quale si giunge col me- 
todo inesatto Jcgl' infinitamente piccoli, io cui dx e dy si ri- 
guardano come gli accrescimenti infinitesimi di x e di y , e nel 
prendere il valore di dy si trascurano le potenze superiori di dx. 
Questa forma é viziosa, in quanto ci presenta la falsa idea, 
che dx b dy siano quantità, e volendola ritenere per uniformar- 
ci all'uso ricevuto, dohbiamo mentalmente dividerla per dx , 
affine di distruggere l'inopportuna moltiplicazione, e pensate 
che il segno ^ rappresenta una funzione formata con certe re- 
gole dalla funzione y. 

Sìa data adesso l'equazione derivata del prìm'ordine 
{.) 4^B=co.t. 
ove A e B sono funzioni di 3- e di y, dalla quale si derivi l'e- 
quazione del second' ordine 

Tom. ///. s 
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d'r dA (dn> idA djhdr dB 
Nel Calcolo Differenziale , considerando sempre dx e rfy come 
o supponendo dx costante, o supponendola variabile. Nel pri- 

la quale essendo divisa per di' , «(fine rli distruggere la viziosa 
moltiplicazione per di» , non differisce dilla equazione (a) . Ma 
„,1 secando caso si ottiene l'equazione 

dy , dA , IdA dS\ , , dB, 

(3) ^y-^a^^-^y-^ts* d^?-'-^*^ 

la quale contiene di più il termine — Aj^d'x. Quantunque que- 
sta equazione aia dedotta con un metodo vizioso dalla equazio- 
ne (i) , potremo inversamente operando ritornare dalla equazio- 
ne (5) alla equazione (i) . Mg a questa medesima equazione (i) 
giunceremo ancora, se cancelleremo il termine soprabbondante ' 
_^èjT, e rìducendo Tequaziune (3) alla forma della equa- 
zione (i) cercheremo poi l'equazione primitiva di questa. 

Qui perù convien riflettere, che ne] termine soprabbondan- 
te il coefficiente Hi d'x non può esser qualunque, ma deve ave- 
te un certo rapporto con quello di d'y; infatti se chiamiamo C 
questo coefficiente di d'x, dovrà essere C=—A^; e questa 
condizione è necessaria, perrhè l'equazione (3) sia dedotta dalla 
equazione {.| . Quindi viceversa , se sarà data l'equazione 

Jd*y-tJJd'x-t.r>dy :, -fEdxdy-t-Fdx<-=D, 
essa potrà sussistere, se sarà C=— A& , ed in tal caso ci darà la 
medesima relazione tra x ed y, che ci dà essendo ridotta alla 
forma legittima 

Ma se non fosse C=.—A^ , quella equazione sarebbe for- 
mata a capriccio, non sarchile dedotta da una equazione tra x 
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ed y, ed in conseguenza non porrebbe sussistere. Non ne segue 
perù, che essa sia assurda intuiti i sensi, ma è tute soltanto, 
quando y i funzione di x, e cessa di esserlo, quando x ed y si 
riguardano come funzioni di mi' altra variabile f. Infatti divisa 
per dt' prende la forma dell* equazione derivata 

la iiuaV piin piisustprc (44). ijuamlo jt r luii/ient- ri, 1. Ma pur- 
ché l'equazione data nulla ci dice sulla forma di questa funzio- 
ne di r, a cui z dev'essere eguale, essa rimarrà indeterminata, 
e potri eiser qualunque. Lo che combina con quello, che ab- 
biamo detto nel Gap. IX. del Calcolo Integrale. 

Le precedenti riflessioni potranno facilmente rendersi piii 
generali, ed anche applicarsi all'equazioni degli ordini superio- 
ri. Da esse apparirà, che qualunque volta l'equazioni differen- 
ziali sono di aspetto diverse da quelle, che si deducono dal me- 
todo dello funzioni derivato, ciò naei^sempre dall'errore mede- 
differenza SÌ potrà facilmente la torma lìle-ittìma ridurle a 
quello, che è coerente ai principi del calcolo rigoroso delle fun- 

¥>■ 

Avendo nel Calcolo Integrale diffusamente spiegata l'ori- 
gine, e la maniera di ritrovare quelle soluzioni particolari , che 
soddisfanno all'equazioni derivale, quantunque non siano con- 
tenute nella loro equazione primitiva completa, ci asterremo 
dal parlarne di nuovo . Ma per compimento di questa dottrina 

ni particolari, quando si riferiscono alla Geometria. Una equa- 
zione qualunque F.{x,y , a)=0 tra X ed y ed una costante arbi- 
traria a , allorché si danno a questa costante tutti i valori possi- 
bili, rappresenta una famìglia d'infinite curve, le quali variano 
di posizione e di grandezza relativamente alle variazioni di a. In 
ciascuna di queste curve il valore di a si mantiene postante, ma 
ì diverso da una curva all'altra. Cosi l'equazione x'-*-y*=a' 
rappresenta la famiglia di tutti i circoli, che hanno il medesi- 
mo centro, e raggio diverso; l'equazione {x— a) s -t-y°:=i tutti i 
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circoli di raggio eguale, che banno il eentro situalo in direni 
pumi dell'une delle ascisse; e Analmente l'equazione 
(j— a) a -t^ !1 =/a rappresenta tutti i cerchi, rie: quali Taria e la 
posizione dM centro sull'asse delle aicisse, e la grandezza del 
raggio in un incido dipendente dalla composizione della funzio- 
ne f. a . - 

Dola la famiglia di curve espressa dalla equazione 
F.{x, y , a)=o, se si volesse nna cuiva, che avene un punto 
comune con ciascuna di quelle, questa nuova curva potrebbe 
rappresentarli dalla medesima equazione F.(x, y, a)=o, purché 
ti riguardasse a come funzione dì x. Infatti se £ è un valore de- 
terminato della cn stante arbitraria a, la curva dell' equazione 
F.(a, y, b)=io avrà u» punto comune co» la curva della equa- 
zione F.(x, y, ^.x)=o, e questo punto corrisponderà a quell'a- 
scissa x tale , che renda f.xz~b ; e lo stessa discorso sì applica a 
ciascuna delle curve contenute nella medesima famiglia. 

La funzione if.x è indeterminata, e può esser nualunquei 
onde può in modo determinarsi, che la curva dell' equaao ne 
&-L<*i y> $'X)~o soddisfaccia a qualche nuova condìiione. Pon- 
gliiamo che questa curva debba toccare ciascuna delle curvo 
contenute nella medesima famiglia; dovrà in tal caso il valore 
di ^ essere il medesimo tanto nella curva toccante che nello 
curve toccate, lo che per le cose precedenti otterremo (3o), se 
faremo in modo, che l'equazione derivata da F.(x, y, a)=o aia 
la stessa quando a è costante , e quando è funzione di x . Ma 
quando a è variabile , questa equazione derivata contiene di più 
il termine — ■ y- < bisogna dunque che manchi questa 
termine, cioè che sia " - ] y ' =o, la qu al' equazione ci da- 
rà il valore di a, o sia determinerà la forma della funzione ji.a, 
perchè la curva della equazione F.(x, y, <f.x)=j> tocchi ciascu- 
na delle curve rappresentate doli' equazione F {x,y, o}=o. 

Se riguardiamo l'equazione F.(x , y, o)=o come l'equazio- 
ne primitiva completa di una equazione derivata del prim'ordi- 
ne, l'equazione F.{x, y, ji.i)=n , ove f.x i determinata nel mo- 
do precedente, è ciò che si chiama una Minzione particolare 
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della proposta fquazione derivata. Dunque la soluzione partico- 
lare di una equazione derivar* del prim' ordine rappresenta una 
curva , la quale avvolge tutta la famiglia di curve espressa dal- 
la equazione primitiva completa, ed ha con ciascuna di esse un 
contatto del pritu'ordine. 

Sia data adesso tra x,y, ed una costante indetermi- 
nata a l'equazione F.(x, y, ^ , a)=Oj questa equazione rap- 
presenta una intere famiglia di curve , le quali nascono quando 
li danno ad a tutti i Taloii possibili . E se in luogo di a vi pon- 
ghiamo $.x, l'equazione F.(x, y, p.x)~o, qualunque sia 
$.x , rappresento una curva, che avvolge tutte quelle della fa- 
miglia precedente , ed ha con ciascuna di esse un contatto del 
prim'ordine . Se determineremo adesso <p.x in modo, ebe l'equa- 
zione derivata da F.{x, y, ~, n)=o sia la medesima quando a 
è costante, e quando è variabile, alla qual condizione soddisfa- 

remo ponendo V — =S 1=0, la curva dell'equazione 

- il 



contatto del aecond' ordine . Trasportando queste considerazioni 
alle soluzioni particolari vedremo, che la soluzione particolare 
di una equaziono derivata del second' ordine rappresenta una 
curva, la quale ha un contatto del second'ordine eoo ciascuna 
delle curve di quella famiglia , che è espressa dall'equazione de- 
rivata del prim' ordine, !a quale i l'equazione primitiva com- 
pleta della proposta. Simili riflessioni potranno applicarsi alle 
soluzioni particolari dell'equazioni derivate di un oidioe più 

47- 

Fin qui abbiamo considerata una sola variabile y come fun- 
zione di x; diciamo adesso qualche cosa del caso, in cui due 
variabili jii sono ambedue funzioni di una terza x . Siano M 
ed N funzioni date delle variabili i, y, z, e pongbUnio che 
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abbiano luogo insieme le due equazioni M=o, JV=6, ove a e b 
io quantità costanti; tanto y che e saranno funzion' " 



Quindi se prendiamo !e funzioni derivate da M ed JV" conside- 
"uuzioni di i, analiste ranno insieme le due 
io dal porre eguali a zero queste funzioni 



rando y e s come funzioni di *, 

equazioni, che i 

derivate, cioè 

dM dM dy Jjtf _ 

dx ' dx dy ' dx dx 
dN ds^dN dy ^ dN _^ 

lo che può dimostrarsi curi un discorso analogo a quello 
al rrnm. g. 

Viceversa, te fosser date le due equazioni derivate 



ove i coefficienti A, B, C dipendessero in modo ila una mede- 
sima funzione M, che fosse -te^-f , B=~~, C=^7. e cosi 
pure fosse Dz=~ , E= d -~ , F=~, sarebbero M= a ed N=!> 
le loro equazioni primitive. Ma siccome date due equazioni si 

due equazioni equivalenti alle prime, ma di coefficienti diver- 
si, è molto raro il caso, che l'equazioni proposte abbiano tra i 
loro ,MHi>in,ti (iii-li* .. li., -, .].-■ abbiamo ad essi jissh» na- 
ta; onde perdo più non sarà cosi facile la ricerca delle foro 
equazioni primitive. Qualunque perù sia ta forma di questi 
coefficienti , una tal ricerca potrà sempre ridursi a quella dell'e- 
quazione primitiva di una equazione derivata Ira due sole va- 
riabili. 

Incominciamo dal lidurro l'equazioni proposte ad una for- 
ma più semplice , eliminandone prima ^ e poi ^ ; e ponendo 
JE-BD=C, CE~BF=H, AF~CD=I , in luogo di esse 
consideriamo le seguenti 
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c)i« quella relazione non conterrebbe ie costanti a e b. So inve- 

, . . dP di dP dy dP 

ce di sostituire nella equazione ■ ■*" ■ ^ ■+■ jj = ° am " 

beduei valori di ^ e vi ponghiamo solamente) quello di 

dy iP t!P dP „ . 

ir' °" e01 ° i,'^ tì'J, + rfr " q 6 a equa- 

zione diventerebbe identica , ae vi si sostituisse il valore di ~ , 
□e segue ebe il valore di ^ ricavato da essa dev'essere identi- 
camente eguale a quello che ci somministra l'equazione (i) . Ss- 
I dP_dP 

ri dunqna - — d J y ~ p-g , alla qual condizione soddisfa- 
dT 

indo il più generala prendendo — g . ^=B/f , 
=mC, ove n è funzione di x, y, x. Similmente se nella 
~ . . dP di dP dy dP . . ., 

equazione medesima ^ . ■ 2%"*" dJ =0 sostituiamo il 

valore di ~ ricavato dalla proposta (l), l'equazione 

dP dr H dP dP , , - . . ,, 

-r- . -r tt ■ t-=0 , che ne risulta, dovrà esser d accor- 

dy di G dz dm 

do con l'equazione (a); onde nell'istessa maniera avremo 

z-f •'£="'• £-<>.—*••»—* »,*,"• e 

■ i ■. j i. . . dP T dP „ 
qui si osservi che ambedue I equazioni — ^ . ^-=mnH, 

J/> JT <J/>_ ... . . dP „ . 7 

di— a' Zz^ 1 * 1 ,I01ÌC0Q ° ■ dflrc ' < s=» H -*-" / ■ 

<..... dP di dP dy dP 

Pertanto 1 equazione . ^ ■ g-** 1 =o prenderà 

la forma 

e sostituiti i valori'di G, H, I diventerà 



dP 
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(Em—Dn) (A%+B d £+C ^A^^D^+B^+F^ , 
cioè nascerà dalla somma dell' equazioni proposte 

D d £+E 

moltiplicate respettivameole per le funzioni Em—Dn , Aa—Bm 
Applicando il medejirno discorso all' nltra equazione Q=b giun- 
geremo ad un simile resultato; onde viceversa sì può oonclude- 
re, che esistono tali funzioni, per le quali essendo moltiplicato 
1 equazioni proposte e poi sommale, si ottengono due equazio- 
ni della forma 

dP di dP dy dP _ 

di ' Jì'*~ dy ' dj" 1 " dx~~° 

JQ di dQ dy dQ__ 

dz ■ dz dy ■ dx* dx-° ' 
le quali conducono immediatamente all'equazioni primitiva 
J-_o e y=4. I medesimi principi «' pnssono applicare alla ri- 
cerca <ti.|| eijmi/iusn primitivo m tre equazioni derivate tra 
quattro variabili; a cosi in seguito, 
48. 

Due equazioni tra tre variabili x.y.z riferite alla Geome, 
tria rappresentano in generale una linea di doppia curvatura 
di euix,;v, E , 0 no !e coordinate. Se dall'equazioni date in x 

'-'Z, V elimina p' imfl »■ • ,p° ! y- " •«•»□«> a™ dqow 

equazioni , una tra x ed y, l'altra tra x e z, lo quali rappre- 
sentano lo prò,. «ioni della linea dì doppia curvatura nel piano 
delle x e delle y, e nel piano delle x e delle «; e quest'equazio- 
ni si possono mare in luogo delle altre, perchè servono egual- 
mente a determinare i punti della linea di doppia 

Siano dunque x,y,e le tre coordinate retta 
linea di doppia curvatura, ed y=F.x, x=f.x le . 
ni i . Pongniarao che siano p.ffrh oooStt. di un alt, 
r lenta ai medesimi assi, e q=f,p, r^tj, h di | ei -uà* 
Il vuole che queste due curve abbiano un punto eomu. 
spondente all'ascissa x, posti 
do* *.x=F.x, a t,x=f.x. 1 

Tom. Ut. 



angola 
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all'ascissa x-t-i le coordinare y e i della prima curva divente- 
ranno , f.(x-t-i), e le coordinate y ed r della seconda 
curva saranno 0.(<r-+«) , *.{**♦*) . Quindi le diafana» tra i due 
punti, ì quali nelle due curve appartengono all'ascissa x-*4 sa- 
,1 =l^(f-.(i-w')-» (i*i»'-K/'.(>:-«)-'l'.{i*i))'J=l/(D.»4.), 
«n [ut ]nn semplicità facciamo D=F.[x-*-i) — ji.(i-w), 
A==/".(a--M)— 1\i>t-i): ed e chiaro che quella dinanza sarà tanto 
più piccola , quanto più piccole faranno le quantità I) e A , 




ed è evidente che queate quantità fliA saranno in generalo. 



tanto più piccole, quanti più tra i primi termini del loro avi- 
luppo al annulleranno. Sia infetti g = ^e T x = %> «»* 
siano eguali le funzioni prime derivate dalle coordinate comuni 
in ambedue le curve, o col solito ragionamento proveremo che 
si potrà prendere i cast piccola, che riescano più grandi i valo- 
ri di D e A relativi ad una terza curva condotta pel punto co- 
mune alle dnc primi 1 , nella quale non abbia luogo la medesima 
eguaglianza tra le fCtttioni derivate . Dunque in vicinanza del 
punto comune sarà maggiore la distatila tra la prima curva e la 
terra di quella, che si trova tra la prima e la seconda, e per 
conseguenza la terza curva non potrà passare tra le due prime. 
E qui applicando le medesime nozioni, che abbiamo dati per i 
contatti delle curve ordinarie, diremo che le due prime curve 
contemplate hanno un contatto del prim'ordine. Che se fossero 
eguali anche le funzioni seconde delivate dalle coordinate co- 
muni, allora il contatta delle due curve sarebbe dei second'or- 
dine; e coi! in seguito. 

49- 

Prendiamo in luogo della seconda curva una retta qualun- 
que , di cui la posizione sia determinata dall'equazioni q=a+&p, 
■=c-t-tp; avremo f,x=a-i-bx, V.x=c+ex, , ^=e . On- 
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de, perchè questa retta abbia un contatto del priro'ordine , cioè) j 
perchè sìa tangente della linea eli doppia curvatura , dì cui L" e- 
quazioni sono y=F.x, z=f.x, dovranno aver luogo le quattro 

8= ^ = £' De[ermiriBte P eI mezzo di esse le costanti o, J, 
q=y-*-{p-x) % 



— > di 

l'equazioni della tangente tiferita alte coordinate p , j , ed r . 

Le due equazioni trovale appartengono alle projezioni del- 
la tangente nel piano delle x ed j, ed in quello delle x e = , a 
facilmente appnrìscc, the. esse rappresentano (ai) le tangenti 
delle curve piane espresse dall'equazioni y=F.x , z=f.x , le 
quali aono le pTC-jezfoni della linea di doppia curvatura sopra i 
medesimi piani. Quindi si può concludere, che per condnire la 
tangente ad una linea di doppia curvatura in un punto dato ba- 
ita tirare ne'punti corrispondenti le tangenti alle due projezio- 
ni di està ; poiché quella retta . che ha queste due tangenti per 
projezioni, sari la tangente cercala. 

5o. 

Se nel piano delle T ed y ai descrive la projezione di una 
linea di doppia curvatura, ai potrà riguardare questa projezione 
come l'asse curvilineo della linea di doppia curvatura, al qua- 
le «Ma aia riferita per mezzo delle coordinate «. Quello princi- 
pio ci somministra un modo facile di trovare la lunghnzza 
dell'arco della linea di doppia curvatura, e l'area della sa per fi- 
ele cilindrica, che avendo per basa la projezione è terminata al- 
la medesima linea di doppia curvatura. Chiamiamo s l'arco 
della projezione , facendolo cominciare ad una data ascissa , 5 
l'arno corrispondente della linea di doppia curvatura, U F area 
della superfìcie cilindrica; e supponendo che l'arco i sia diste- 
so in linea retta, la superficie cilindrica si ridurrà ad un piano, 
sul quale verrà ad essere applicata la linea di doppia curvatu- 
ra, che potrà allora conjiderarai come una curva pian», di cui 
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le coordinale ortogonali siano i e z. Quindi applicando od «la 
le formolo trovate (3a, 33), e riguardando z,S, ed U come furi- 
„„„, di , „,™ £ = |/V£) M. p.ic« . . 

una funzione di x determinala (33) dall'equazione 

-* 2=5 -==S/(»£) ■ 
£=Si/(-S). £=?(/(■-£)■ • — 

di uopra i valori di ~ , — , ricavati da queir equazioni ol- 

»—Si/('*S*S)-S=i/("*£)'« 

.uranno à 1 ed (J respettivamente le funzioni primitive della 



Non aubiamo fin qui parlato, che delle funzioni di uni lo- 
ia va rubile; passiamo adesto alle funzioni di due o più variabi- 
li . Sia F.fac, y] una funzione qualunque delle variabili x ed y 

y+Jc in luogo di y, ove i e k tono due quantità indeterminate , 
e svolgiamo la funzione F.(x-t-i , y-U) in una J-rie ascendente 
secondo le potenze ed i prodotti di ì e k. I coefficienti di i e 1 
saranno nuove funzioni di x ed y , che chiameremo funzioni de- 
rivate dalla funzione primitiva Fjx.y): di queite e dei coeffi- 
cienti seguenti ci proponemmo di trovar la legge. 

La teoria delle funzioni di una mia variabile ci sommini- 
stra il modo di trovare lo sviluppo della funzione F.[x-*-i,y-t-k) 
«econdo le potenze ed i prodotti di i e £. Incominciamo dal so- 
stituire nella funzione F.(x, y) solamente x-t-ì in luogo di x la- 
sciando y intatta, ed avremo per le cole precedenti. 
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Sr,ltitaendo quwti valori nella et; 
■viluppo di F.(x+l,y-+-k), cioè 



F.^,y+k)*F.{ X j^ 



4x »y 

■mplici là indicheremo ool segno (j|i)> 

I col «gno (D col ,egno (ig), 

(■&)>=^*—<£& 

') 

e generalmente col legno ( j. La funzio- 

dy" dx"dy"' 
ne adunque ( rfriJj J formerò dalla funzione F, te prima se ne 
prenderà la funzione prima derivata rapporto ad *, e poi da 




Oigiiizcd by Google 



jo OPUSCOLO I. 

questa la funzione prima derivata rapporto ad y . Coti otterre- 
mo la funzione (jj;^) prendendo la funziona seconda deri- 
vata da F per rapporto idi, e da questa la funzione prima de- 
rivata relatÌTamenla ad y t «. 

Secondo questa maniera di scrivere la funzione z delie va- 
riabili jtJy, allorché vi si porrà x-t-i in luogo dia, ed y-t-k 
in luogo di y, diventerà 

* +J w"*"> blO TT3 (rfji) "*" ec - 

k' (d'z\ ik*i d'i \ 

•afe;) *•* 

nel quale sviluppo la forma generale dei tcimini è 

».3...« -,.3... n (^yj 
Sa. 

Nel cercare lo sviluppo della funzione F.(x*-i , y-t-i) alt- 
eratilo prima sostituito i-i-i ad i, e poi y-+ft ad y. Ora è chiaro 
che to sviluppo sarebbe identicamente lo stesso, se invertendo 
le sostiiuiioni ponessimo prima y-y-k in fuogb di y, e poi nella 
lerie che ne risolta x-t-i in luogo di x. Operando in questa se- 
conda maniera . e ponendo s in luogo di F.lx, y) otterremo per 
lu sviluppo di F.(x-r-ì , y-t-k) la serie 

Questo secondo sviluppo dovendo essere identico con quello gii 
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fe^fcsr) ■ (s!Jr)=(£y ' ' !'"»'«■'»» 

— — )^( 1; onde ai può concludere , che nel cer- 

d^dy"' Va"' 

care le funaioli derivato dalla funzione e e relativamente ad i 
e relativamente ad y possiamo seguir* c;uel]'otdine , che più ci 
Iliaca, sicuri di giunger semjxe al medesimo resultalo. 

53. 

Dalla funzione : di due variabili si ricavano adunque !c 
due funzioni prime derivato e , che sono i coefficien- 

ti di i e * nello sviluppo di *, dopo che -vi ai è. posto ar-i-i ed 
y-t-h in luogo di x ed y. Queste funzioni derivate si deducono 
dalle funzione primitiva z con le medesime regole, che per le 
funzioni dì una sola variabile i infatti nel prendere si con- 
sidera e come funzione della sole variabile a- , e si riguarda z 
corno funziono della sola variabile y nel prendere . Tro- 

vate «comic (g) , (£0 , , 1„ prima delle quali è la 

funzione prima derivata da f-Q relativamente alla medesima 
variabile *, la accenda è la funzione prima derivata da (~j 
rapporto alla variabile y, e lo terza è la funzione prime deriva- 
ta ' la (s) relalivame nte alla variabile y, o la funzione prima 
derivata da rapporto alla variabile x, che abbiamo veduto 
esser lo stesso . E cosi in seguito si troveranno tutte le funzio- 
ni derivale di un ordine più elevato con le medesime regole, 
che tanno luogo per le funzioni di una sola variabile . 
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54. 

Se 1 non è espressa esplicitamente per 1 ed y , ma è data 
da una equazione tra x. y, t z, siccome questa equazione deve 
aver luogo qualunque siano x ed y, sussisterà ancora dopo che 
in luogo di x ed y vi porremo x-t-i ed y-t-k , qualunque erano j 
e A:. E quindi se dnpu quesle sostituzioni si sviluppa l'equazio- 
ne secondo le potenze ed i prodotti di i e k, i termini moltipli- 
cati per un medesimo prodotto di lei furmeraoDo rant' equa- 
zioni separate. Ma i termini moltiplicali per i danno la funzio- 
ne prima derivata secondo x , i termini moltiplicati per k la fun- 
zione prima derivata secondo y , quei che sono moltiplicati per 
— danno la funzione seconda derivata secondo x, ec. Dunque 
essendo proposta una equszione qualunque tra x, y , o x, se ri- 
guardando e come funzione di x ed y data da questa equa- 
zione prenderemo le diverse funzioni derivate da tutti i suoi 
termini e per rapporto ad x e per rapporto ad y, avremo per 
1 operazione una equazione derivata, che chiameremo 
l'ordine, del secondo, ec., in quanto conterrà le funzio- 
ne prime, seconde, ec. , e da quest'equazioni dedurre- 

*(£)■ (g) ■(£.)• (£7) 

Sia l'equazione proposta F.(x, y, z)—Q, a considerando y 
(8) la funzione prima derivata da F.{x,y, zj [dativamente ad 

* ~ (SHfxi) ■ »•"»'•- —» 

zinne prima derivata da F.(x, y , z) rapporto ad y sarà 

©-©(Ih. (l'^èP ^ - 

ce f^ì=— , f^W — H™.. Trovate cosi le funzioni 
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prime derivate rei sii va mente nd 1 ed v , e cosi in seguito. 

I medesimi principi *■ pusoon applicare alle funzioni di tra 
0 pili variabili per li ricerca delle loro funzioni di-rivale. Ma 
questa applicazione écosì ovvia, che non merita ulteriore schia- 
rimento , giacché non si tratta che di ripetere per ciascuna va- 
riabile contenuta nella funzione quella medesi " 
che ci fanno sulle funzioni di una sola variabile. 

SS. 

Ripigliamo l'equazione F.(x, y, s)=:o, e nel prendere la 
funzione derivala da F\x, y, z), invece di considerare le varia- 
bili x ed y tra loro indipendenti, riguardiamo y come funzione 
di Xj la funzione derivata in questa ipotesi sarà anch'essa egua- 



derivata da z, allorché si 
no posto tra due parenti 
ne derivata da c relativa' 
indipendente da y. pnrul 
funzioni derivate. Ciò posto la funiii 
al JrirHic V r-rl in mrìi sr- g ui>!i;;i il uri ir! x si r id 1: ai ■ I ani) l'imic finn; 
ni di x, sarà (ti) 

©•-'(©£*©£■ 

Ma siccome 1 è funzione di a ed y , ed y si suppone funzione dì 
a, abbiamo pel medesimo num. 8 . 

Dunque sostituito questo valore la funzione derivata da 
F.(x,y, e) nella ipotesi di y funziono di * sarà 

©~&X9~I[(£HS®)]< 

ed è chiaro che questa quantità è =0 indipendentemente dal 
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tivo dell'equazioni (^)*('^)(s)=°' 



Merita di essere osservata che , qualunque funzione di i ed 



è una equazione identici! . Nili' i sta ssa maniera, se indichiamo 



bili x,y,z, allorché si riguardano y, z, ed a come funzioni di 
x, avremo l' equazione identica 



e eoa'] delle altre. 56 

Loaviluppo trovato della funzione ci lom- 

ruinistra il mezzo di svolgere una funzione qualunque di x mi 
y in una serie ordinata per le potente ed i prodotti delle varia- 
bili r ed y, quando la funzione è suscettibile di una tale evolu- 
zione . Siano F° ' 0 , F 1 '° ,F°' ', F 1 ' ° , F 1 ' 1 , F°' ",ec. 
le quantità, nelle quali rispettivamente li cangiano le funzioni 

vi si pone i=o ed y=o, e generalmente sia F* 1 ' " il valore 

della funzione ( ) nel caso di * ed y eguali a zero. Sic- 

WdV" 

come lo sviluppo della funzione F.{&+4 , y+k) ha luogo, qua- 
lunque siano i valori di x ed y, ponendo «SO ed y=o avremo 






F.(i,k)=F C 
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F.(* ,y) =F° ' VF 1 • "-4- ^ F 1 • °-t-=c 
+jf° ' '-t-xy F ' ' '-t-fc. 

uà] teric la forme generalo dei termini è 



o ove A i una funzione data di . 

y, il valore di z sari rappresentato dalla formala prece 
Ora dall'equazione proposta abbiamo il valore di 

eo. , e generalmente quei di (— -) , puruhè ni sia eguale o 

maggiore dell'unità; ma lo Messa equazione nulla ci dice sopra 
i valori di z e di (—~-)> > quali possono esser qualunque: quin- 



: le quantità F ' 



f"' 3 ,^ MaloMrie 

F°-°^F 0 ' , H--^F 0 *V5-F 0 ' 3 - ) .ec. 
rappresenta (17) lo sviluppo di una funEÌone qualunque di y. 
Dunque avremo 

*=f.y+xP' •°+~F !1,0 -*-~F 3 '°+*:. 
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ove/y * HO» funzione indeterminata di ]r. ^^'"""J^^ 01 

le, che nella derivo/.! uru'' <'- st.it.i < rmsidrrata costante; lu qital 
funzione può essere sparita mediarne Ih derivazione, giacche ù 
la stessa In funzione derivata da F.(i, y) relativamente ad i, 
e la funzione nella medesima ipotesi derivata da F.(x, y)-t-f.y. 

57- 

Data l'equazione primitiva F.(x. y, z)zzo, da essa si dedu- 
cono l'equazioni derivate ('g) + ('H)(g) = o , 

{%)- t -(T}{%) = "' ] " qUalÌ susais,ono Ì ,wie,nB con I» Propo- 
sta; e quindi qualunque combinazione , che si faccia di questo 
Ite equazioni , può tener luogo dell'equazione primitiva. Se la 

queste eliminare col mezzo delle tre equazioni, e si otterrà una 
equaziona derivata in ^.y, la quale conterrà 

due costanti a e Mi meno che l'equazione primitiva. Dun- 
que viceversa l'equazione primitiva di una data equazione deri- 
vata dovrà comprendere due costanti arbitrarie di più che l'e- 
quazione derivata; ma non sarà perciò l'equazione primitiva la 
più generale, dalla quale la proposta possa esser derivata. 

Per trovare questa equazione primitiva più generale ti os- 
servi che l'eliminazione di a e b condurrà alla medesima equa- 

guardino come funzioni di x ed y, purché l'equazioni 

desime. Ma allorché si considerano a e b come funzioni di x 
ed y, la prima di quest'equazioni contiene di più i termini 

bri. P.™.d.fc=f.. „„.. (£)=^(g . 
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i~j~) = ~^j~(jj~} ' ° 1 UB ' termini diventeranno 

liranno insieme, se sì prenderà a [ale, clic soddisfaccia all'equa- 
z ' one (2s}* 4 "(5?)"lf~ ,= ' > * e f" DI ' 1,De "marra indetetmi- 

Da ciò si deduce che l'equazione primitiva, la quale in ge- 
neralo soddisfi ad una equazione derivata dei prim'ordine, devo 
contenere una funzione arbitraria: e per giungere a questa gè- 
primitiva più particolare F.(jr, y, 1» quaie^eom prenda 

58. 

L'iitesso principio può applicarsi all'equazioni tra un più 
gran numero ai variabili . Data una equazione derivata del 
prim'ordine tra le variabili x, y, =, ed u, ove u si considera 
come funzione di f,r,aa, poogbiamo che ai conosca una di 
lei equazione primitiva F.{x, y, s, u)=o, la quale contenga 
tre costanti indeterminate a , b , c. La proposta equazione de- 
rivata nasceri dalla eliminazione delle .tre costanti mediante 
l'equazioni F.[x, y, z, u)=o . (j^-*- (^)i^)=° • 

a nm>- 

resultato della eliminazione sari lo stesso, anche supposte a, 
b , c variabili, purché le (re ultime equazioni si mantengano le 
medesime. Ma se facciamo c=f.(a,b), e riguardiamo a e b come 
funzioni di x,y,z, quelle tre equazioni verranno aumentate 
re s peti iva mente dei termini 
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0©*0(S-Og)(È)*0©(S) 

(3(i)*e)(i)*(S(Sfè)*oa)(S) 

i f [ □ a 1 1 dovranno perniò nnrni il.ir.i , ( fa ale il vedere, di* 
per ottener ciò busta porre 

(2W2X8- 

Se dunque determinati i valori di a o Ò per meizo ili quest'e- 
quazioni ai sostituiscono nell'equazione F.(i, y, z, u}=o, eia* 
diventerà l'equazione primitiva «cnerale dell» propoli», e con- 
terrà In funi ione arbitraria f.{a,b). 



graie abbiamo insegnati per l' integrazione dell' cqduionì dette 
a differenzi parziali . Ma siccome potrebbe incontrarli qualche 
difficolta ncll'espone questi metodi secondo i principi dell' ana- 
lisi delle funaioni derivate , accenneremo il modo di trasportar 
qui alcuni da'più generali, che appartengono all'equazioni del 
prìm'ordine . Sia dunque proposta l'equazione derivata 

ove X, r.Z sono funzioni date di x,y. e z. 

Dalla equazione identica (5S) !j~ = {£L) + (^) * ai pren- 
da il valore di , e sostituitolo nella proposta, ossa dive»- 
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Per soddisfare a quella ponghiamo 



e da queit' equazioni , nelle quali y e z zono riguardate come 
funzioni di x potremo (47) puszte alle Hue equazioni primitive 
S=a, R=b, ove S ed R tono funzioni date di * , y , z , ed a e 4 
collanti. Ora iodico che ciascun* dell' equazioni -S=a ed R~h 
soddiiià alla proposta. Infatti prendendo dall'equazione S=a U 
funzioni derivale nella ìpoleii di y e « funzioni di 1 avremo 

(S)-(f)È-©£=«- 

Ma siccome quella equazione è slata dedotta dall'equazioni (1), 

di li e Zi ricavati dall'equazioni (1), l'equazione che risulta 
da tali sostituzioni {47), cioè 

*©♦*©-©-•' 

•ari identica ■ Adeiso datti equazione 5=a prendiamo le funzio- 
ni derivate telali va me 11 te ad x, ed y, riguardando queste varia- 
bili come indipendenti, ed avremo (^)-»- { ^(jj;)^ * 

©-©(IH ■ -*— 1 «<S • © 

la proposta otterremo 
eli* è la precedente equazione iden 



ti. Trovata coil nna equazione primitiva della proposta con due 
costanti arbitrarie; potremo (57) conseguirne l'equazione primi- 
tiva generale. Avremo cioè F.(x, y, z)=S+aH—b, e quindi 
[^sJl, {^=— r ; onde, posta b=f.a, dovremo determinare 
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a dalla equazione R— ^^=o . Sarà dunque R una funziono 
di a, e viceversa a sarà una fan siane di R, die chiameremo 
e siccome la funzione / è arbitraria , lo' sarà ancora la fun- 
zione fi . Ora essendo £ funzione di a, i— afl sarà una funzio- 
ne indeterminata di R, che chiameremo *.R, ed S=W.R sarà 

Siccome abbiamo veduto, die lutto si riduce a trovare due par- 
ticolari equazioni primitive, che soddisfacciano alla proposta, 
aia S=a una di quest'equazioni . Prendendone le funzioni deri- 

(^^(s^)" 1 " (li/)^ 10 ' e sostituendo nella proposta i valori di 
e (t~) r ' 0l>v,lt ' ^ a 5»*"'* otterremo l'equazione 

<;he sarà identica. Infatti dovendo essa sussistere insieme con 
Szza, conviene che sia identica, o clic Io divenga quando vi si 
sostituisca il valoro dì s in », y, ed a ricavato da S=o; e que- 
sto secondo caso non è possibile, perchè quella equazione non 

Ora prendiamo la funzione derivata dall'equazione 5=a 
nella ipolesi di y funzione di j: , ed avremo 

dx~ \dt) dt~*~ W/ •l**' W/ ' 
e sostituendo il valore di ricavato dalla equazione ìden- 

"" -i=i(g)(*£^)-f (§(*&->•)■ 

Nella medesima maniera, se R=b è un'altra equazione primi- 
tiva , che soddisfaccia alla proposta , troveremo 

Quindi S=o ci Jì=i saranno l'equazioni primitiva dell'equa- 
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Ma oneste equivalgono alle arguenti 



dunque cercando l'equazioni primitive di qoeat' ultime trovere- 
mo l'equasioni richieste S=o ed fl=ff. Questo metodo è «mila 
■ quello, che si trova nella Teoria delle funzioni analitiche, ma 
è reso indipendente dalla cognizione della Torma, che deve ave- 
re la generale equazione primitiva della propella. 

fo. 

Sìa data adeato l'equazione tra quattro variabili x, y, « , 

ove sono X, Y, Z, ed V funzioni delle medesime variabili. 
Prendendo dalla equazione identica (55) 

dolo nella proposta, essa diventerà 

alla guaio soddisfaremo ponendo 

Da quest'equazioni, nelle quali j, e, ed u aon riguardate come 
funzioni di x , passeremo all'equazioni primitivo R=a , 5=4 , 
T=c, ove li.S, e Tsono funzioni date di x,y, z, ed 11, ed a, 
b, c coatanti ; e ciascuna di esse soddisfarà alla proposta. Infat- 
ti dalla equazione R=a prendendo le funzioni derivate nella 
Tom. III. n 
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ipotesi che y, i, ed u siano funzioni di x avremo 

E siccome questa equazione dev'esser d'accorilo con l'equazioni 
(i), dalle quali è stota dedotta, ne in essa sostituiremo i valori 
di T ' si ' ^ """^ ^!I'eqnaziorii (.), avremo l'equazione 

"""" <JM?M£K©=°- 

Ora se prendiamo dalla equazione medesima R=a le funzioni 
derivate relativamente od x, y, a, considerando questo variabi- 
li tra loro indipendenti, e deducendone i valori di , , 
g2j lì sostituiamo nella proposta, giungeremo alla itesi» equa- 
zione identica. Dunque l'equazione il=a, e nell'istesso modo 
l'equazioni S:=4, T=c, e più generalmente l'equMi-no 
R+aS+bT=c, ove a, h, c sono costanti , soddisfarà allo pro- 

POStll Àdesso secondo il metodo del n.= 58. facendo F.(i, y ,* , «) 

=»**4JW ®=S. (S)=T, ©=- > — - 

vremo determinare a e fc dalle due equazioni 

Saranno dunque S e T funzioni indeterminate di a t i. ed m 
conseguenza o e i funzioni indet.rmmate di S e T; Inoltre 
c-oeLiTsara una funzione indeterminata di S e T, per deno- 
tar ù quale adonteremo il seguo t.(S , T) . Otterremo pertanto 
R=&.IS,T), e sarà questa la generale equazione primitiva del- 
la proposto. In sìmil guisa si potranno trovare 1 equazioni pn- 
viuiri ve iMl'equazioni derivate dèi prim ordine tra un numero 
qualunque di variabili , nelle quali le funzioni derivate non ol- 
trepassano la prima dimensione . 
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61. 

Ma le una equazione tra *, y, c, , (^j oon sarà rì- 

dnoibile ad una (al forma, vediamo qual metodo dovrà adoprar- 
»i per giungere all' equaiione primitiva. Sia piotata l'equa- 

ove la caratteri alita F rapprantata una funzione data. Se M=o 
è la di lei equazione primitiva, prendendone le funzioni deriva- 
le rapporto ad y.« ne dedurrà il valore di (gj) , che chiame- 
remo ti. espreaso per x, y. z. r rara a una funzione di x ed y 
determinata dall'equazione M=0. Ora la funzione derivata da 
i'^fr) ^ ec ra l'i 101 ' t0 ai ' y i; la itrssa, che U funzione derivata de. 

«■ - *- 

della propoata la funziune derivala da (^J relativamente ad y 
i eguale alla funzione derivata da . y , =. u) rapporto ad y, 

-©-©- 

alla quale aoddiafarà il valore di u dedotto dalla equazione 
M=o . 

Ma estendo l'equazione (i) nel caso ronteroplalo al uiim. 
60., potià generalmente trovarsi qnal funzione di x, y, 3 deb- 
ba «sere u per aoddiifarvi. Converti formale l' equazioni 
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da fdf\ 

<•> %~é=° 

i l'equazioni primitive B=n , S=i , T=e, sari 
R=$.(S, T) la generale equazione primitiva della equazione (l)' 
Hell» equazione il=#.(.S, T) jwnghiamo io luogo di 

u , e siccome non abbiamo che la loia funzione derivata i-r-\ , 
\dy> 

potremo supporre X costante, e passare alla equazione primitiva 
mediante il calcolo delle funzioni di una sola variabile, se non 
che io luogo della costante arbitraria dovrà porvisi unn funzio- 
ne indeterminata di ». Sia A— n questa equazione primitiva; 
essa rappreseuterà in generale tutte l'equazioni, dalle quali li 
può ricavare i valori di o sia di u , che soddisEinno alla 

equazione (t). Mai valori di u dedotti dall'equazione M=o 
soddisfanno anch'essi all'equazione (i). Dunque l'equazione 
M=c , cioà l'equazione primitiva della proposta o sarà l'equa- 



quindi ^^=o, ^j^=o , ^j^=ni; onde l'equazioni (a) di- 
venteranno 2j=o , ^h-ui=o , ^=°> * queste si deducono 
l'equazioni primitive u=a, y+mx=b, z=c, e perciò 
iKZ$.(y-t-mx , z) rappresenta tutti i valori di u, che soddisfanno 
all'equazione (l). Sio t,{y+mx , £■), una funzione arbitraria di 

(tt) 

y-t-m.v, a x, lari tale ancha la funzione ^i-.cheaven- 

br) 

do perciò la medesima generalità della funzione $.{y+mx, z) 
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potrà porsi in laogo di questa. Pertanto l'equazione 
» P olci wtto Informa 

(^©.....^^^ 

•*.(y-wmr, z)=f.j:. Siccome essa contiene 1* due funzioni arbi- 
trarie * ed /, è troppo generalo per eoddilfare alla proposta, e 
convita limitar? la generalità della funzione /. Prendendo le 

"^Hlr®""© 1 "' ' ' , """'° 10 

quelli valori nella proposta avremo ^~ m (^) =— ""(^Ji c '°* 
j- =c e la funzione /.x costante. Dunque l'equazione primiti- 
va della propoita sarà V (y+jnx , z)=coit:, o aia t=f.{y-*-mx). 
L'equazione, che al ' ' 



è compresa tra quelle del num. Sp , e più facilmente con quel 
metodo poteva ottenertene l'equazione primitiva. Noi perù l'ab- 
biamo a bella posta prescelta per dare un eiempìo del metodo 



i, giacché nei casi, nei quali la propoita i 
tenuta tra quelle del num. 5o, l'incontrano difficolta insupera- 
bili per pacare dall'equazione R=<p.{S, T) alla ani equazione 
primitiva W=o. 

In vista di questi ostacoli ci limiteremo a cercare della pro- 
posta una equazione primitiva più particolare . Facciamo nella 
equazione R=f.{S, T) la funzione <f eguale ad un» collante, 
cioè confederiamo una dell'equazioni primitive R=a, che ti ri- 
cavano dall'equazioni (a) . Ponendovi ^ J in luogo di u avre- 
mo una equazione derivata tra x, y, z, {^i" ye potremo sup- 
porre x costante , e riguardare z come funzione di y, e la ricer- 
ca della funzione primitiva dipenderà dal calcolo delle funzioni 
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iii una sola variabile. Questa equazione primitiva conterrà la 
costante a ed una funzione arbitraria f.x della variabile x, che 
e «tata supposta crostante ; e dato il valore conveniente alla fun- 
zione arbitraria si ridurrà all' equazione primitiva della propo- 
rli. Si sostituisca pertanto il valore trovato di f nella proposta, 
e ai otterrà una equazione derivata tra x,f.X, c ~ , la quale 
servirà 1 determinate la funzione f.x , e questa determinazione 
porterà una nuova coitati te b . Trovata in tal guisa una equa- 
zione primitiva della proposto, la quale contiene due costanti 
arbitrarie a e *, potremo da questa ool metodo del num. 67. 

Sia proposta per esempio l'equazione 

a™,. *e. „. ..)=/«, . Q=, ©=>. 



La prima di esse ci dì u=a, c ponendovi per u il suo valore ab- 
biamo J=d , e prendendo te funzioni primitive xs&iy-t-f.x . 
Sì deduce da questa (^J = ^ ■ 8 «""''liti • valori di e 
P ro P OEta « otti*"» ~~=f.a, e quindi $.x=ixf.a-*h, 
e s=ay*-xf.a+b . Da questo valore particola re di e «e ne può 
dedurre il generale (07). se si pone fc=T.fl, e si determina a 
dall'equazione r>=y-t-x : cioè si ottiene l'equazio- 

ne primitiva generale mediante l'eliminazione di a dalle due 
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x=ay-+xf,a-*--V.a 



In una maniera simile potranno richiamarsi ai principi del 
calcolo delle funzioni derivate tntti i metodi conosciuti per l'in- 
tegrazione dell' equazioni a differenze parziali. Bimane adeno 
da esaminare il caso, in cui una equazione derivala Ira le varia- 
bili x, y, e z, quantunque due di esse siano tra loro indipen- 
denti , non si presenta sotto l'aspetto di equazione a diffeieilze 
parziali. Abbiamo di tali equazioni accennata sopra (55| l'origi- 
ne, osservando che dato una equazione Ira x, y e z ha luogo in- 
sieme con essa l'equazione, che se ne deriva nella ipotesi die 
j sia funzioae di x, la qual'equaziniie ha la forma 

ove A , B, e C sono funzioni di x, y, e z. Vediamo adesso co- 
me data l'equazione (o) si pi 



Allorché ques 
zinne tra x, y e i 
rapporto ad x 



e (55) le due equazioni -^(jj) -»Jfc=o , A^^-t-C—u; 



zione (o). Ora della equazione ^(^) -t-B^o , ove y i supposta 
costante, potremo cercare l'equazione priinitiva col calcolo del- 
le funzioni di una sola variabile , ma poi invece della costante 

pure l'equazione primitiva di AÌÌ^J-t-C=o conterrà una fun- 
zione indeterminata di x. Se dunque determineremo le due fun- 
zioni arbitrarie in modo, che le 
te si riducano ad una sola , sari- 
deli' equazione (a). Più semplici 
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milivH di A\j^-*-B=o, ai loitituirà it valore dì t nell'altri 
A^-^-t-C=O t e ai determinai in modo la. funzione arbitraria, 
che anche questa equazione abbia luogo . 
Data per «empio l'equazione 

formeremo lo due equazioni (™) * ^=o,(|) + ^= 0 , 
le quali poite gotto la forma (x-t-y) -t-n-t-z=o , 
(j-i-y)(^-)-i-ij'-M=o ci danno subito l'equazioni primitive 
(x-t-y)t-t-x*=$.y, (i-+.j)s-t-y '=¥.*, Acciò esse ti riducano ad 
una sola, convien che sia f .y-i-y*=t .x-i-x* , ed il modo più ge- 
nerale di soddisfare a quieta condizione consìste nel porre cia- 
scuna delle quanti!* <f.y+*y' , e *t.x-t-x> eguale ad una costan- 
te a; onde {x-t-y)&+<x'-*sj'=a sarà l' equazione primitiva del- 
la proposta. Avendo travata l'equazione (x-t-y)z-i~x'=.p.y pote- 
vamo dedurne ìl valore di ^ — e * olt ' tuen * 
dolo nella equazione (^J" 1 " " £^ = ° 1TreDjmo ottenuto 
dà . , 

~ -+-2j=:o, cioè f.ycxi—y % , come sopra. 

63. 

Ma nella equazione (a) le quantità A, D e C non possono 
esser qualunque, e devono avere una certa relazione tra loro. 
Per ritrovarla si osservi (52), che qualunque funzione di x ed 
y sia », la funzione derivata da relativamente ad y dev'es- 
sere eguale alla funzione derivata da relativamente ad x. 
Ora abbiamo {-^j -j , e ^) =— -j ; dunque la funziono 
derivata da ^ rapporto ad y sari eguale alla funzione derivata 
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da ^ rapporto ad *. Se riflettiamo che A t B sono funzioni 
di x, y , z, e x i funzione di x ed y, la funzione derivala 

da — re lati ram rn le ad x: onde avremo 

Questa è la condizione, che deve aver luogo, perdi* la 
proposta (a) sia derivata da una equazione tra x, y e z; ed 4 

dizione d'integrabilità . Ma qui conviene osservare che, se l'e- 
quazione primiliva tra x, y e z C'imprende una costante arbitra- 
li» [, la quale non è contenute nella proposta, e quindi uè pu- 
le nella equazione di monizione, dovrà questa verificarsi indi- 
pendentemente dal valore di *, cioè essere identica; altrimenti 
ci darebbe uria relazione tra x, y e z, la quale mancando della 
costante e non potrebbe acenrdarsi coli' equazione piimiliva. 
Onde viceversa si può concludere, die l'equuzione di condizio- 
ne dev'essere identica, qualunque sia z, perchè fa proposta am- 
metta una equazione primitiva completa conlenente una costan- 
te arbitraria. 

64. 



Variabili indipendenti x ed y , ed in questo senso è assurda. Pei> 
che essa abbia un significato bisogna porre , che y sia realmente 
funzione di x\ poiché la proposta ri due erniosi allora tra due so- 
le variabili z ed x ammetterà sempre una equazione primitiva. 
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Ma siccome dalla equazione propatta nulla ci vicn detta sii qoe- 
9 tu funzione di *, a cui y dev'essere uguale, essa rimarrà inde- 
tcrminata, e potrà esser qualunque; o aia potrà prendersi un 
altra qualunque equazione tra x.yez, la quale abbia luogo 
insieme con la proposta. Avremo pertanto (47) 'due equazioni 
primi tire, una formata dalla relazione assunta tra ta ed y , l'al- 
tra dedotta dalla combinazione di questa con' la proposta, le 
quali considerate insieme soddisfaranno alla proposta , e conter- 
ranno una funzione arbitraria; s riferite alla Geometria rappre- 
senteranno una linea di doppia cubatura. Tutto ciò combina 
con quello, che abbiamo detto nel Cap. IX. del Calcolo Integra- 
le relativamente all'equazioni, le quali non soddisfanno allo 
condizioni d'integrabilità, e forma il fondamento dei diversi 
metodi quivi esposti per ottenere le soluzioni delle medesime; 
onde noti ci tratterremo di più su questa materia. Solo aggiun- 
geremo il seguente teorema, il quale ci mostra l'estensione di 
tali soluzioni. Data una equazione tra tre variabili x, y e e, 
nella quale non sia adempita la condizione d'integra bili ti , si 
può in qualunque superfìcie segnare una curva di doppia cur- 
vatura, i punti della quale soddisfacciano all'equazione pro- 
posta. Infatti dalla equazione della superfìcie M=a, 0 dalla 
proposta eliminando s otterremo una equazione derivata in x 
ed y, di cui l'equazione primitiva sia 2V=o ; e queste due 
equazioni M=t> ed JV=o prese insieme soddisfaranno alla pro- 
posta. Ma le medesime equazioni insieme considerate rappresen- 
tano una linea di doppia curvatura descritta sulla data superfi- 
cie, di cui la projezione è espressa dalla equazione iV=o. Dun- 
que t punti di questa linea di doppia curvatura soddisfanno al- 
la equazione proposta. 

Abbiamo rapidamente percorsi i diversi rami del Cal- 
colo Integrale, e gli abbiamo veduti discender tutti dall'analisi 
delle funzioni derivate. Le riflessioni che abbiamo fotte sopra, 
alcuni dei metodi , obesi usano per l'integrazione dell'equazio- 
ni differenziali, possono facilmente estendersi agli altri, e pos- 
sono tutti richiamarsi ai principi rigorosi del calcolo che abbia- 
mo esposto. Non può adunque rimanere alcun dubbio sulla le- 
gittimità dei metodi del Calcolo Differenziale ed Integrale, poi- 
ché quantunque possano essere stati dedotti da fondamenti non 
abbastanza chiarì ed accurati, ai medesimi metodi però condu* 
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cono altri principi, "il rigore dei quali non può nascere al- 
cuna difficolti. 




due variabili ; ma prima osserviamo che nello sviluppo della 
funzione F.(x+j , y-t-k) «i posaono prendere le quantità i e t 
coi! piccole . che la aomma dVi [ermi ni , nei quali i e k hanno 

ti. Infatti pollo k=Ài quello sviluppo diventerà 

r ,„ y wf(£H^)j.i[(£f)-"(S)-"©] 

e qualunque quantità finita aia A potrà (iq) prenderti i rosi pic- 
cola , che un termine qualunque superi la somma di tutti i se- 
guenti: dunque ec. Mediante questo principio potremo renderà 
più rigorosa la ricerca dei massimi e dei minimi delle funzioni 
di più variabili, usando un discorso analogo a quello, che ab- 
biamo adoprato (io) per le funzioni di una sola variabile. 

In virtù del medesimo principio, se saranno date due serie 
ordinate per le potenze ed i prodotti ascendenti eli i t 4, le 
quali abbiano il medesimo primo termine Aì m k" ai dimostrerà 
col ragionamento più volte usato, che una terza serie, ove il 
primo tonnine sìa Bi m k n , non potrà aver per limili le due pri- 

primo termine di essa non sarà eguale a quello delle altre due . 
cioè B=A. 



Una equazione tra tre variabili x, y e x, due delle quali 
i ed y sono tra loro indipendent i , e la terza e è una funzione 
delle altre due data da questa equazione, riferita alla Geometrìa 
rappresenta una auperficte curva, di cui x, y e X sono le coordi- 
nare: quindi la teoria delle superficie curve dipende dall'analisi 
delle funzioni di due variabili. Come una lìnea retta può esser 
tangente di una curva, cosi un piano può esser tangente 'li una 
superficie. E qui adottando il medesimo principio, con cui ab- 




Passiamo a veder qualche uso delle fui 



li derivate di 



66. 
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biamo determinate le tangenti delle curve, diremo un piano es- 
ser tangente di una superficie curva, quando tra questo piano a 
la superficie non potrà passare un altro piano qualunque con- 
dono pel punto, in cui il piimo incontra la superficie. 

Sia dunque z=F.(x, y) l' equazione di una superficie curva 
riferita alle coordinate rettangole*, ju.t sianoci, g, ed r le 
coordinate di un piano qualunque prese eopra i medesimi assi, 
ed r=a+bp-t-cq l'equazione di questo piano. Perche esso abbia 
un punto comune con la superficie, bisogna, che posta ji=x,b 
q=y sia r=x; onde avremo in primo luogo 
a-t-bx-t-cy=F.{x . y)=& > dalla qua l'equazione ai potrà determi- 
nare una delle costanti a, b e c . Adesso per vedete quanto ne- 
gli attti punti la superficie si allontani dal piano , consideriamo 
quei punti, che corrispondono alle coordinate i-w, y-t-k. Nella 
superficie l'ordinata s diventerà F.(x-w , y-t-t), e nel piano 
l'ordinata r diventerà a+t(x+ì)+c(y+k) ; onde 
F.(i-*-i,y-+*)-a-*(x-«)-c|j+A) sarà la distanza dei punti, 
che nella superficie e nel piano corri sport dono alle medesime 
coordinate jm-1, e y+k. Chiamiamo D questa distanta, e svi- 
luppandola in serie avremo , a motivo di a*-bx-+cy=F.(x , y] , 

Ponghiamo che svaniscano i coefficienti di 1 s le, ed avremo 

». — «S)-rQ- « pi™ ~» J.>™»» h», 

che tra esso e la superficie curva non potrà passare alcun altro 
piano, il quale sia condotto pel punto comune alla tu perfide e 

che nella superficie e nel secondo piano corrispondono alle coor- 
dinate x-t-i , e y-t-i, la quantità A conterrà i termini moltiplica- 
ti per i e *, i quali svaniscono nella quantità £> , a meno che il 
secondo piano non coincida col primo. Quindi potranno pren- 
derli i e k così piccole , che la distanza A riesca maggiore del- 
la distanza D. Il piano adunque determinato nel modo prece- 
dente sarà il piano tangente della superficie al punto delle coor- 
dinate x, y e z. 

Dato il piano della equazione r=a-*£p-*-cq , te chiamiamo 
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fi l'inclinazione di esso sul piano dell» p e q , cioè delle x ed y , 
ed a |* inclinazione della linea d'intersezione di quelli due pioni 
c*U'um delle p . o delle *, abbiamo (Tom. I. num. ic.3.} 
i=— MD.nX'ang.^ , c=— «oi.aX'oHg-P i onde si deduce 



Data una superficie curva (Fig. 6), Ì punti della quale sia- 
no determinati da una equazione tra le coordinate rettangole 
AP=x, PQ=y, e QM=x, nel piano APQ dello coordinate i 
ed y siano descritte due curve qualunque AS, AT; e-ponghia- 
mo che da tutti i punti del contorno ASQT sisma condotte del- 
le rene perpendicolari al piano APQ, finché s'incontrino con 
la superficie. QueBte perpendicolari determineranno un solido, 
che avrà per base la figura ASQT, sarà lateralmente terminata 
dalle superficie cilindriche condotte perpendicolarmente sulle 
curve AS, AT, e dai piani perpendicolari a quello delle x ed 
y tirati lune,o le rette SQ, QT, e al disopra verrà circoscritto 
dalla superficie data. Chiameremo questo solido per più brevità 
il solido della baie ASQT, e siccome dev'essere una funzione 
-di x ed y, lo faremo eguale a F.{x, y). Se accresciamo l'ascissa 
AP dì PP'=i, e formiamo il rettangolo PP'Q'Q, il quale sia 
tagliato dalla curva AS prolungata in SS , sari il solido della 
base SSQ'Q^=F.{xfi,y)-F.ix,y). Adesso prolungando la coot- 




(!) 

sta ultima equazione sì ricava cos,0=- 
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=F.(«*Ì, y+i) -F.{K , y+k)-F.{x+i , y) *.F.<*. *) , e rido- 
ondo quella funzioni io serie troveremo che il primo termi- 
ne dello sviluppo di questo solido è rsil (gjj" )■ " ra le pren- 
diamo i f I cosi piccole, che per tutto lo spazio Qjy'Q' la s 
non sia massima o minima, è chiaro che il solido della hase 
Qyq'Q' avrà per lìmiti due dei quattro prismi , che hanno la 
medesima baie Qgq'Qsik, e le altezze QM=x, 

?'»'=*KÌ ; )*|(S)*"^'=-'(Ì)*t(S)*»-. 

yWiTt l '(gj)"* - * (g"") - *"*"- ' cioè.sarà minore del pia grande, a 
maggiore del più piccolo di questi prismi. Ma essi hanno'per 
primo termine del loro sviluppo la medesima quantità iiz; dun- 
que (65) sarà ^£^j=z, e da questa equazione converri deter- 
minare la funzione F.(x, y), cioè la misura del solido della ba- 
se ASQT. 

SU P.(x, y) la funzione primitiva di e presa prima relati- 
•vamente ad x, e poi relativamente ad y; avremo 
F.(x,y)=P.lz,y)-f#.x-*-¥.y, ove le Funzioni p.x e %y tono 
arbitrarie, e la loro determinazione dipende dalla natura delle 
enrve AS, AT. Infatti se queste curve lì riducono alle retto 
AP ,AR, in modo che si cerchi il solido, che ha per base ilret- 
tangolo APQR, i evidente che la funzione F.(x,y) dovrà sva- 
nire quando x—t> qualunque sìa y, e quando y=o qualunque 
sia X. Sarà dunque P.(o , y)+$.o+V .y= o, 
P.{x,o)fé.x-^9.o=a, P.(o, oU-tf/M-V,o=o, onde avremo 
S.X+&.yS-P.(x, o)-J>.(o , y)-i-P.(o, o) , ed il solido della ba- 
se APQR avrà per *,p n ,,ion* P.(x,y)-P.(x,o)-P.(a,y)+P.( 0 ,o). 
Se determiniamo la funaione primitiva P.{x , y) in modo, che 



, _jo dalla quantità P.(x,y). 

Se da questa quantità togliamo i solidi delle basì A5P ed 
ATR , avremo il solido della base ASQT. Ma siccome nella 
curva AS à PS funzione di AP ciò* di x , il solido della base 
ASPè una funzione X di x; e cosi pure il solido della base 
ATR i una funzione Vii y. Quindi il solido della base ASQT 
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* =.P.[x,y)—X—Y ; b petcio relaiivamento a quello solido 
?.x=-X , e f.y=-r; code pei Jetermmate le fouiion. arbi- 
trarie fi d'uopo trovate la m Stara del solido della base ASP, » 
di quello della base ATR. 



L'ordinala PS della entra AS ò una funzione di », che 
chiameremo/», ed il solido della baie ASP A similmente una 
illusione di x, che denoteremo col segno r.x. Se accresciamo 
l'ascissa AP di PP'=i, avremo il solido della baso 
ASS'P-=r.{x-+i), ed il solido della base PSS' i>'=r .(*-w)-r 
ondo sarà il primo termine dolio sviluppo di questo soli- 

do . Ora se prendiamo (Fig. 7 ) PQ=V , e chiamiamo u il solido 

«xf. .™» (S)— -<(£K £ 

Q.fx , y) la Funzione primitiva di a presa per rapporto ad y, e 

dendo la funzione primitiva relativamente ad i otierrenio 
«=iQ.[ai, ?)-t-'^ (^)-** c -< O" DOn *' "ggiuoge la funzione ar- 
bitraria di y, perche u devo svanire quando ct, Sarà dunque 
iQ.(t,y) il primo termine dello sviluppo di u, e posta y^f.x 
■ari /.i) il primo termine dello sviluppo del solido, che 

ha per base PSii". Questo solido si cangia in quello della base 
PsS'P'.te invece di f.x vi si pone /.(a-w); ondo apparisce ohe 
anche il solido della base Ps'S'P' ha per primo termine del suo 
sviluppo la medesima quantità iQ.{x , f.x) . Ma i due solidi con- 
templati sono i limiti , tra i quali cade il solido della base 
PSS'Fi dunque avremo e r.a= alla fallitone 

primitiva di Q.(x,f.x) . 

Dall'analisi precedente si deduce, che per avere il solido 
della baso ASP dobbiamo prima prendere la funzione primiti- 
va di z relativamente ad y , considerando x ed y come tra loro 
indipendenti, e determinarla in modo, che svanisca quando 
y=c; poi sostituendo f.x in luogo di y in questa fuoiione pri- 
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mitiva, con che diventerà una funzione di x, dobbiamo pren- 
dere di quest'ultima Funzione di x la funzione primitiva, Neil' 
istesse maniera per ottenere il solido delia basi? ATIÌ prendere- 
mo la funzione primitiva di z relativamente ad x , riguardando 
x ti y come tra loro indipendenti; poi in questa funzione pri- 
mitiva porremo il valore di a in y dato dalla curva AT, e final- 
mente della funzione di y, ciie rilutta da quei ta sostituzione, 
prenderemo la funzione primitiva. 



Passiamo a cercare la misura della superficie eurva,che 
corrisponde ( Fig. 6) all'area ASQT , e di cui quest'area è la 
prnjeiinne. Se indichiamo tal porzione della superficie con 

dimostreremo come sopra (67) che la superficie 
MM'm.'m, di cui la proiezione è il rettangolo Qqj'Q' ha per 



ficie MM'm'rn abbia in tutti i suoi punti la curvatura voltata 
verso la medesima parte , è chiaro che il quadrilatero MXVT 
insieme con i due triangoli rettilinei tfJtFX, MmT ed i due 
tranesy rettilinei mTVm! , M'XVrrì forma un' area maggiore 
delta snperficie curva MM'm'nt; ed all'opposto i d ne triangoli 
MUTin' , Mmm' presi insieme formano un'area minore della 

Cerchiamo il primo termine dello sviluppo dì questi due 
limiti; e primieramente siccome c'insegna la Geometria, che 
l'area del quadrilatero MXVT è eguale alla sua proiezione 
QQ'q'q divisa pel coseno della inclinazione del piano del qua- 
drilatero con quello della proiezione, il qual coseno (66) è 




l'area del quadrilatero 



Il triangolo MMX ha 
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dunque l'area del triangolo avrà il primo termine moltiplicato 
per i' . Cosi piin> vedrctim rlie il iriiin^olo MniT, ed ì anidri, 
lateri mTlW, M'XIW limino il pi imo lermme Aaì loro sviluu- 
po della terza dimensione per rapporto ad i c k. Dunque 
*(/^w(jjj"*(j£)*]*Ìl primo termine dello .viluppo del 
limite maggiore della superficie curva ATATWffi. 

Nei triangolo Mm'M' abbiamo MM 1 ' =Qq\[Q'M , -QM)' , 

W^'^Q^VyyVlflW-Q.I/)*. Sostituendo i valori di 
questo rette QQ', QM , ea. troveremo elle il primo termino 
dello sviluppo di MAI'' è =i«£i-*-(|^" j , che il primo termi- 
ne dello sviluppo di j^m 1 ' è =t'|\-t- (^)°J . ino finalmente 
1 primi termini deliri svi] oppo .li Mai' sono 

to essere =^-| /^MM'' . M'm* -(mm ? -t-jffn? -3Sw"J"J ; 
dunque il primo termino dello sviluppo di quest'area sari 

M«*("(È)')("(SrH*(£)-(g)1 

=^ ii l/[ J -*-(è)"* (£) '] ■ Co1 medflsi < n0 ^«l» trovere- 
mo, che l'area del triangolo Mmm' ha per primo termino del 
no .viluppo la quantità -L iii/^i-t- ^JV^J'J. Dunque 

* i' P-o termine dello .viluppo 
del limite minore dello Mperucie curva MM'ra'm. Avendo per- 
tanto i duo limiti il medesimo primo termine 

(£)"]. „d il primo termine dello sviluppo 
della superficie MWrìm, la quale deve cadere tra questi limi- 

^T* -*»(«)*. 
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Se Q.[x.y) rappresenta la funziona primitiva della quan- 

«M^éFd»-^- -«—«.— 

dello variabili i ad y, e poi relativamente all'altra, e questa 
l'unzione primitiva si determina in modo , che svanisca quando 
.x=o, e quando y=o, otterremo il valore dì F.{x,y) cioè della 
superficie curva, che ha per proiezione l'area ASQT (Fig. 6) 
cosi espresso; Q-(x, y)-t-$.x-t-~t.y. Le funzioni arbitrarie e 
V.y devono in modo determinarsi , che sia — Jt.ju eguale alla su- 
perfìcie cuna, la quale ha per proiezione ASF , e — t.y eguale 
alla superfìcie curva, che ha per proiezione ATR . Non ini 
tra Ite ugo sulla maniera di misurare queste due ultime superrì- 
rie, perchè è affatto simile a quella esposta al num. 68. con la 
hitla differenza, che bisogna considerare la funzione 

I medesimi principi , con i quali abbiamo determinato il 
plano tangente, potrebbero applicarsi alla ricerea dei diversi 
contatti, che hanno tra loro le superfìcie curve, net modo pra- 

ìudicata la strada rimetteremo per questa e per oltre ricerche 
i nostri leggitori alla Teoria delle funzioni analitic/m di Lagran- 
ge, dalla quale abbiamo estratta la. maggior parte delle cose 
esposte. Noi ci siamo proposti in questo Opuscolo di facilitare 
l'accesso a quest'Opera eccellente, la lettura della quale non 
può abbastanza raccomandai si a «li studiosi di ll' Analisi . E s* 
in qualche parte ci siamo alquanto scostati dalla via tenuta da 
quel gran Geomctia. nei ;> IL -t elidiamo di averne scelta una mi- 
gliore, ma quella t:li<: Lia pi il arnioni al iiietodu tenuto nel To- 
mo precedente, e più adattata a porre in evidenza quei rappor- 
ti tra l'Analisi delle funzioni derivate ed il Calcolo Differenzia- 
le ed Integrale, che in quell'Opera non erano bastantemente 
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SULLA RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONI. 




ino opuscolo ir. 

(li lui Riflessioni sulla risoluzione algebrica dell' equazioni pulì- 
hlicate tra le Memorie dell' Accademia di Berlino degli anni 
1770 e 1771. 

Le radici di una trasformala qualunque hanno una Sala, 
relazione con le radici della proposta, o sia anno funzioni di 
qneste. Quindi la risoluzione di una equazione si riduce «Ila 
ricerca di tali funzioni delle radici della proposta, che in primo 
luogo l'equazioni , delle quali queste funzioni sono radici, sia- 
no di un grado inferiore ■ quello della proposta, o siano trasfor- 
mabili in al tr' equazioni , che abbiano questa condizione; in le* 
condo luogo che si possa da queste funaioni facilmente ricavato 
i valori delle radici della propoeta. Trarremo in seguito da que- 
sto principio un metodo diletto per risolvere l'equazioni dal se- 
condo al quarto grado; ma prima convien fare alcune generali 
osservazioni sulle trasformate, 

ala equazione del grado m indicheremo col segno 
/.(x'Ki")(i"') . . . {x^') una funzione di tutte 0 dì alcune ili 
queste radici, secondo che sarà p=ai , 0 p<m. Ma se la funzio- 
ne fosso tale, che non cangiasse valore quando si permutano tra 
loro le radici a', x" , per denotale questo accidente ci serviremo 
del «egno /.(#', aJ'J(i"')(3") . . . (1^'). Tale sarebbe la funzio- 
ne x' , -t-x"'-t-sx'"' , la quale si mantiene la medesima , allorché 
si varia */ con a" . Questa costanza di valore nasce dalla forma 
della funzione, ed è indipendente dal valore delle radici x', x", 
le quali possono esser qualunque. 

Il valore di una funzione può mantenersi il medesimo per uria 

ma in tal caso le radici, che entrano in questa permutazione 
non possono esser qualunque , e devono aver tra loro un parti- 
colare rapporto . Cosi per la pi 
ne ax'-*-SÌ"-t-4*"' si cangia ii 
si liei nieili-simo valore, ma co 
cioè x"=x' . Bisogna distinguer bene questi due casi, ed io ir 
tendo adesso di parlare del primo . 
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Neil. .tea miniera il Hm/^, *%«"X*") . . . 
indica ima funzione, elio pei la sua forma non muta valuic, al- 
lorché si cangiano, in qualunque modo tra loro le tre radici 
8e la fantini» ./.(«-, . . - ri 

mantiene la medesima, anche quando si cangia at"'in x' r , la de- 
noteremo col segno f.(x>, «")(»"', . . - (e^'j. E coli in 

Si chiamano ti mi li quelle funzioni, che inno rap pimentato 
da una medesima formo , e contengono le medoiime iodici-, dis- 
limili quelle che tono rappresentate da forme diverso. Sono si- 
mili Bercio le funzioni /.(.t'Mt >'"> ■ ")<*"') . e™! pure 
1- funzioni /'-(!'. r')(.r") : dissimili le funzioni 
/.(*', F(i'M^'K^"T- Lo funzioni simili a qunlunquo 
permutazione tra Ir radici o si mutano ambedue, o restano am- 
bedue te medesime. Lo stesso non accade nello funzioni dissi- 
mili, perchè per esempio la funzione f.[x', non si mll- 

muta" vJore"del?a funzione V.(i'K*'' )<*''')• 

Data adesso una equazione del grado ni, di cui la radici 
•Udo ài, x" , x'" . . . ri debba trovare una dì lei trasfor- 

mata qualunque, cioè una nuova, equazione, che abbia per ra- 
dice la funzione f.lx^x"]^") . . . i*^) , la quale suppongo ra- 
zionale. Chiamata T=o questa trasformata, e t la di lei in- 
cognita, la quantità T sarà eguale al prodotto di tanti fattoli 

twwvi • ■ • (' w ) 

<-/(*"MM(«") • ■ . (» w i 

quante sono tutte le possibili permutazioni tra le m radici x' , 



ioa opuspoLon. 

■ - Per trovare tutti i fattori , senza ometterne alcuno , tara be- 
ne di tenere un ceri' online nell'escguirc in pur imi talloni . Data 
la fanzione/MKH*"') . . . s'incomincierà dal cangiare x" in 




in seguito finché si giunga all'ultima radice x^ 

Trovate tutte le diverse fiinzkim e>l i m rrii fondenti fatto- 
ri , dalla moltiplicai! ione di questi ai otterrà l'equazione T=o , 



l 7l -Al n ~ 1 +Bf" _1 -C/"""" 8 -*. eo. =r> , 
ove sari A— alla somma di tutte le funzioni trovale, B= alia 

eo. E siccome la funzione proposra è razionale, e nel valore del- 
le quantità A, lì, C, ec. tutte entrano egualmente le radici 
della proposta, potranno queste quantità A. B.C. te. espri- 
mersi razionalmente per mezzo t\<-\ melKeifnti della proposta 
con quelle regole, clic abbiamo date nel Tomo I., e piìi gene- 
ralmente daremo in appressa. 



Quantunque^ in generale il^grado n della trasformata sia 
della Sin forra» non soffrirà variazione per alcuna di queste per- 

aef^°x^){x'")l^') f. . esseftale, che essa conservi il mede- 
si;no valore , ijujnrìo si empia ■£ in x'" , cioè quando delle radi- 
ci contenute nella funzione la prima si cangia nella terza; in 
modo che sia 

fwpyw) .... sfinpwìw ■ ■ - 

L'equazione T}=o avrà rjueste due radici eguali; ma è focile il 
provare che tutte le altre radici saranno epnali a due a due. 
Prendiamo infatti un'altra radice quu]unqnef.(x")(x'"){x'}(x> r ).., 
e siccome questa per la sua furuta mantiene il proprio va- 
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Inre, quando la ptima rudi ce s" si cangia mila terza a', 

""^tVXOWt**) ■ • ■ ■ =/>')(*'")(*")(■*"') 
Dunque la rjii.iiiiiiii T f.iiìi Filiale ad 11 ti quadralo '/'i », e per- 
ciò l'equa/i.juf T— a potrà ridalli n Ti=o: il grado di questa 
ultima trasformata tara — , ed essa avrà per radici tutti i valo- 
ri della funzione dota, che sono differenti di t'orma. 

Fondiamo adesso che la forma della funzione 
/.lx')(i"){x'"){x"j . ... sia tale, the essa mantenga il sno valo- 
re, allunile li r.:aii:,ia vuiilt'niiiorantauniiiiE x' in x" , x" in a'", 
ed x"' in x' , cioè la priuia radice nella seconda, la seconda nel- 
la terza, e la terza nella prima, e aia perciò 

f.(WH*~H*") .... .... 

La funzÌ 0 ne/. ( >")(*'")M<*'') .... ci darà in g.ozia dell, sua 

.... =/"-(*" , K*'Ki")(*") .... 

c la fuiim.,,,- ./:(..■"]( a.' similnuime ci darà 

ove !' Itì^^^^^nU^u11^ì l 'P 

«l«* I ■ ' t r é ' V » r l ^ i o n'O" (^ ? ) ')% . T!^. ) 1 (^{1"' "j ''^ . 

/(*"')(*■)(*")(*"'] «ranno eguali fra loto, e diverse dalle 

oltre; ma anciie queste altre saranno eguali a tre u tre, e per- 
do l'equazione 7^o, ridotta che sia, sarà del gradu j. Nell'i- 
mo valore in quattro o più maniere, il' grado della trasformata 

Pertanto la la funzione proposta è della forma 

f.(x\x"){x'")(x") la quale ha la proprietà di restar la 

medesima pel cangiamento di i' in x" , il grado della trasfor- 
mata ridotta sarà '' ' ' . Cosi se la funzione avrà la fonti* 
f.{x',x", x'"){x rr ) ..... la quale non cangio a qualunque per- 
petravi 
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_ '•'■^•■LljS . Similmente se la. funzione avrà la forma 

f.{x\ j")(i"',i")(i v ) ìl grado della trasformata riescirà 

_ r.a.3...m _ ^ ^ g eDcra ] me |,t 0 Be [ a f om ia della funziona 
fosse'" 0 '''* 

/.{*', »<%efc H " ,) , x^*" 3 ' * ( *>)... 

il grado della trasformata sarebbe tgj^g _ E u fun _ 

zione della forma f.(x' , x" , x'" a'™') , In quale ha la pro- 
prietà di mantenerli invariabili? a qualunque permutazione tra 
k radiai ddh proposta , ilipciiJei;! ti.; unii r<;ua^iuiii! del ^raiio 
~\ '''" =1, cioè del primo grado, e sarà pcroìù determina- 
bile razionai mei ile ptr i coefficienti della proposta. Lo che cosi 
esser deve, perche quella funziono tulle egualmente contiene lo 
radici della proposta. 



Fin qui abbiamo supposto , che la funzione data contenes- 
te tutte lem radici della proposta; poil^iiiaum ildcssu cIil- un 
contenga un minor numero p , in modo che sia rappresentata 
dn f.{x'){x")(x"') . . . È chiaro che a questa funzione 

potremo darà la forma 

/(*•)(*")(«'•') . . . (JrhixW, .... >>, , 

considerandovi ciascuna delle radici JP+'K*^^ . ■ ■ - J- m) 
moltiplicata per coefficienti =o. Dunque il grado della trasfor- 
e questo grado potrà anche divenir 
ihe avrà la funziona data relativa- 
mente alle radici a-', x" , x'", ... . Cosi se la funzione 
avesse la forma /.fi', x" , x'" , . . . x^) . il grado della traifor- 

i .n.i...p.i.!i.ò.\m-p) l.a.3 . . . p 

Quindi se si volesse una equazione 
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la quale avesse tutte le sue radici comuni con la piopoita , cioè 
fosse un di lei fattore, i coefficieflii a, h, e, co. , che sono 
funzioni della forma f.(x',x",x"', .... J^) , dipenderebbe- 
ro da una equazione del grado m t'"~ : : r 1 " 1 . 



Palle rov precedenti apparisce i." che il gioJo n rt. .ma 
trasformata qualunque, la cjoale abbia pei radice una funzione 
■ azionale delle radici della proposta, saia sempie eguale al nu- 
mero I , a .3.. . hi, o ad un divisore di quello numero; i.' che 
le funzioni simili Hello isdici condonanno a trasforma te Hel 
medesimo grado; 3.* (.ha in qualunque tato si può trovate di- 
rettamente 1j riasfonnata. la quale ha per radici i divani valli- 
li della funziune data . Adesso paawtriDo a inorare , che que- 
lita ira-Tonnata nuli «olo ti inm min latrerà il valore della funzio- 
ne data, ma che potrà da essa ricavarsi il valore di qualunque 
altra funzione delle radici della proposta, senza che vi sia biso- 
gno di calcolare la trasformata , di cui la seconda funzione aia 
radice . Sia dunque 

la trasformata, che ha per radici tutti i valori differenti della 
funzione (. Chiamiamo y quella seconda funzione , di cui cer- 
chiamo il valore dipendentemente da quello di ! , e suppon- 
gliiamo in primo luogo che queste due funzioni siano simili . 
Denotiamo con i segni (' , t" , i valori della fun- 

zione r differenti nella forma , che nascono da. tutte le permuta- 
rono simili, saranno in egual numero i differenti valori di y, ì 
quali rappresenteremo con i segui y' , y" , -y'", . - - y^ in mo- 
do disposti, che la funzione / comprenda le medesime radici 
e nel medesimo ordine , che contiene la funzione (', e le altre 
y", y'" .... y^ corrispondano alle medesime permutazioni tra 
le radici x' , x" , x'" , ec. , alle quali respettivamente corrispon- 
dono le funzioni t" , f™ , . . . /•"^ . Cos\ quando t^ r ' ai cangerà 
Tom. III. i4 
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Ci6 posto consideriamo la l'unzione 

,«■.,-.., .... Ji*. , 

ove p i un numero intero qualunque, la quale avendo la prò. 
priela di mantenersi invariabile, qualunque permutazione si 
faccia tra le (adici x', x" , x'" , . . . , ed essendo perciò del- 
la forma /■(*', 3?"t ■ ■ ■ > fr^) , potrà esprimerli razional- 
mente per i coefficienti della equazione proposta , di cui »' , jz", 
x"', ec. sono le radici. Sia H(j>) il valore di questa funzione , e 
ponendo in essa successivamente Jf=o, 1,3,3,.,., n — t 
avremo le seguenti equazioni 

y- y+ r * y (n) =» 

t'y-t" ?"->-?•■?■' +t<- a ) 

i>.y'+t"'.y"+t"'*.y" + ((") , .r(' l l=f7( a ) 



[ , "" , .y+i""" l .jv , '*" r .y"...+< |n '"" I . T '"W(ji.i) 

ore le quantità II ,II(i), //(a), ec. sono tutte cognite ed espres- 
se per i coefficienti della proposta . Db quest'equazioni, che «o- 

problema sarà risoluto . Ma poiché i metodi ordinar] ci condur- 
rebbero ad espressioni troppo complicate, e tali che comprende- 
rebbero tutte le quantità t' , t" , (" , ec, se vogliamo che il va- 
lore per esempio di yfì sia espresso solamente per mezzo della 
corrispondente r' r ^, potremo usare il metodo seguente. 

Moltiplichiamo tutte le precedenti equazioni, incomincian- 
do dall'ultima, respetti vani ente per le quantità 
i , Li , La, L3 . . . L(l— i) , e sommandole poi insieme avremo, 
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te n ~" , .*£,Jt , ' l- Vz.it' n ~ i .... *£(«-»)*' ■+£(«- 1)]/ 
.*[(" "~ '-f-Lii" """VLiì" *~ 3 . . . . -t-L(n-a)t" +£(n- 1 )]/' 
*[<''' n-, -^.iIt'"' , -■ a +£.2^'''' , - 3 ....+L[«I-a^^"'+L('.-.)lT"• 

=ff(«_i)^£, i.fi(n-a)- f .L9.H(n-3) ^n-i).». 

Pongh.amo 

Ti;=r n— '-f-Lit" - "-f-tai"" -3 ( -»Ì(n— i), 

e denotando cod i segni Ti', Ti", Ti'", ee. i calori particolari 
di Tj , quando ( si cangia ini',/", !"', ec. , potremo porre l'e- 
quazione precedente gotto la forma 

riy+rivunv' h-Ti^jH 

=H , (B-iK£i.J/(B-»KLa.W(a-3) -*i(n-i).fl"- 

Adesso per trovare ìt valore di una qualunque delle incognite 
y',y",y"', ec. per esempio di y ^ , basterà porre eguali a zero i 
coefficienti di tutte le altre incognite, e si otterrà subito 
(r)_ g(n-.l- t -t..ff(i- 3 )-i-Z, J ./i[ n -3) >-L\„-,).H 

e l'equazioni Ti'=o, SV'=o Ti ( "'=c*, eccettuata Ti (ri =o 

scrvirannoadeterminare le n— i quantità Li, Lì, LS .... L(n-i). 

Ma nè pure in. questo cobo convien ricorrere ai melodi or- 
dinarj di eliminazione , poiché il Valore delle quantità Li , Li, 
Lì, ec. si otterrà facilmente mediante la seguente riflessione. 
L'equaiionì 2V=o,Ti"=o, ec. indicano cb e la quantità Ti 

dunque tutte queste quantità t', <",("',. ..('"'ad eccezione di 
r' r ' sono radici della equazione Ti=o. Ma le medesime quan- 
tità, ninna eccettoata, sono radici della equazione T=o; quin- 
di avremo Ti (r— /' r ')=T, e sostituendo i valori 

rV(L ! -r (r) ) ("-^ta-LifW )t n_ Vec. 
=r"-* J it''~ 1 -t-B[ n— a -^C( n— 3 -*-ec. , 
la qual' equazione dovendo eiseie identica ci darà Li~A-d-'' , 
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L»=B+Jt^t4 W, i3=C-i^t''' t^M*.»-^ ' , ec. 

Se nel numeratore del valuto di yW aostituiamo quelli di 
il, ia, ec, facilmente vedremo che questo numeratore è ciò, 
che diventa la quantità 

allorché vi ti pone Dunquej gè chiamiamo 6 quella 

quantità, aviemo in generale 

y=4r- 

<■ da questa equazione ricaveremo il valore di tutte le quantità 
>' , y" , j'" , ec. ponendovi successivamente <=n', t" , C",eo. 
Il valore di Ti si potrà ottenere più facilmente, se osserviamo 
che in generale Ti' r '= — quando vt ai mette t=l^ . Ma 
in tal caio divenendo zero tanto il numeratore che il tlenamina- 
ture della frazione — ^7-: , è noto che il di lei valore è =~ ; 

dunque nella equazioni* y=~ potremo polio Ti=~ . 



Col metodo precedente troveremo tutti ì valori della fun- 
zione 3- espressi razionalmente peri corrispondenti valori della 
funzione f, eccettuati alcuni casi particolari. Perché se delle 
funzioni l' , t" , I'" , ce. , le quali sono tutte differenti nella 
forma, alcune fossero eguali tia loro di p('ii(ii;nU'iiu:nto ibi va- 
lori particolari delle radici a', x" , x'" , ec, dalle quali sotto 
composte, l'equazione j— non ci darebbe i valori di y cor- 
rispondenti ai valori eguali di i . Infatti se l'equazione T=o ha 
due radici eguali t' e I" , sorà per questi valori eguali 

di dall' equazione y= ~- non potremo ricavare i valori di / 
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ni y" . Convergi Oiliinc|Ue ticonere a qualche nuovo artifizio 
jjiir conoscere cinesi! valori . 

Sia a la differenza tra t' e cioè sia t"=(Vo, e sicco- 
me relativamente »4 / è 

7v= (j^ ì )'=(i'-t")[('-*!f)tf-/") . . . .=-«{t'-n{>'-n 
Ti "={J^={i"- ( '){ t "-rw-t>^ . . . =»(("-<"')(!"-(")... , 

« facciamo Tz=(f-i"')(t~l")(t-t') . . . . = j^ppqpj , »tà 
3'—— B j. J . ed y"= , se nel primo valore li pone C=r*, 

e nel secondo ia"=(V.. Quindi avremo pel teorema dì Taylor 

ponendo nel secondo membro t=t' . E lommando i valori di y' 

Ma quando I' e t" sono eguali , ù u=u; dunque avremo in n ne- 
tto caio 

J J dt 

ove Tì=p— , cioè conosceremo la somma dei due incogniti 
valori y ed y" . 

Ponghiaroo ("=aW , ("a'+t» , 73='-^ 
r l'iii'iljiiMnte vedremo essere 



■ re 
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purché facciamo nel primo valore (=f , nel secondo t=i+a , 
e nel terzo t=r'-t^ 0 . Quindi avremo 

^~kii 'Ti 



7 tjoAr* 

ponendo da per tutto t=£ . Adunque sarà 

d' — rf< * 

e quando e=o , cioè quando le tre quantità (', (", ("', i 



merale , sep i il numero dei valori eguali a 

y'-+y'-+y ■ ■ ■ -*y^= — 



ponendo in questa quantità (=('. Il valore di Tip) sari 

— , e (iccome facendo t=£ svanisce in questa fraiione il 

numeratore ed il denominatore , differenziando più volte ne tro- 
veremo il valore — ^-2- . Avremo in tal modo espressa 

per e e per i coefficienti della proposta la somma dello quanti- 
ci y\ y". ■ ■ - y (p) , e se rinnuoveremo il calcolo pren- 
dendo y in luogo di y otterremo in simil guisa la somma dei 
quadrati delle medesime quantità y\ y",ec, e cosi pure la 
comma dei cubi , ce. Trovate le somme delle potenze di queste 
quantità avremo facilmente per mezeo delle note formolo i coef- 
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lione , che ha le flesse quar 
io, se alcune delle funzio 
eguali di pendente menta dai valori particolari delle t 

y" , ec. espresse razionai mente per i , ma 
l'equazione , di cui queste quantità y' , y" 
. ed i coefficienti di quella equazione se 
di s*. 

?■ 

Fin qui abbiamo supposto, che lo funzioni r ed y fossero 
simili ; poughiamo adesso che siano dissìmili. Sta n il numero 
dei valoti differenti nella forma , che ha la funzione ( , ed »' 
il numero dei valori ditTerenti della funzione y . Abbiamo ve- 
duto r-hc ciascuno dì questi numeri n ed n' dev'essere eguale 
ad i.a.3... m , ove m è il grado della proposta, o un submul- 

ni t ed y sono dissimili , ì numeri n ed n' saranno tra loro dif- 
ferenti. Ciò posto sia primieramente n un multiplo di ri , cioè 
n=cn'; scrivendo tutti i valori diversi della funzione t ed i cor- 
rispondenti della funzione y, i quali saranno c volte ripetuti , 

Sirpe"esempio ^JxQ'u'ri^Fp, «ià- 
icun valore diverso della r nor ri sponde ranno tre valori eguali 
della ji e scrivpndoli per ordine avremo 

i , t* , r , t" , I' , t" . ("» , m. 

y'> ? • y" • y" > y" • y" • y'" • ec - 

onde potremo determinare la y per lai', o per la (" , 0 per la 
e cosi degli altri valori delta y, i quali saranno espressi ra- 
zionalmente per uno dei cortlinc-adentl valori della (. 



, cioè purché invece della trasfbrma- 
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la più semplice T=:o prendiamo 7^=0 ; ma siccome ciascuna 
radicS di questa equazione ne ha altre e— i eguali, bisognerà 
modificare la soluzione con te regole dato (6) per le radici egua- 
li, ed invece di ottenere il valore di ciascuna y non troveremo 
che la lomma di tutte le y, le quali corrispondono ad un mede- 
fimo valore della I . Onde apparisce , che in questo cosaci! va- 

equazione del grado c, la quale comprenderà tutti i valori di y 
corri ipoiidrri ti nd un medesimo valore di I ■ 

Sia per esempio t==f.{* , i" , *"') . y=F.(»' , »") ; «riven- 
do per ordine i valori diversi della y ed i cor riapo udenti della ( 
avremo ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

j'. y". y'"« y"! l'i y 1 "'- er - 

onde a ciascun valore della ( corrispondono tre differenti valori 
della y. Dovremo perciò considerate la trasformata T'=o, e 
troveremo i valori della y espressi a tre a tre per mezzo di equa- 
zioni del terzo grado . 

9- 

Si può ancora ridurre la soluzione dì questo secondo coso a 

quella delle funzioni simili . Siano infatti y' ,y",y"', y (c) 

i c valori della y corrispondenti li' , la funzione 
/</ • j" < t"' , ■ ■■ , y' C 'r 811,1 «mila a t' , perchè si manterrà 
costante o si cangerà per tutte quelle permutazioni tra le radi- 
ci x" , x", a'" , ec. , per le quali t' conserva la medesima forma o 
la muta. Quindi ponendo in luogo di y una funzione della for- 
ma , y" , y"' , . . . , y' e ') potremo determinare i valori di 
essa per i corrispondenti delta. ( col metodo del num. 5., ed in 

ohe ha per radici i soli valori differenti della funzione I . Così 
conosceremo lutti i coefficienti dì quella equazione, die Ira per 
radici i valori y' , y", y'" , . . . y' C ' , perchè ciascuno di questi 
coefficienti è necessaria meni e della forma /.(/, y" , y'",. - - , j (c) ). 
I medesimi coefficienti saranno in generale determinabili razio- 
luluiente per quelli della proposta e per un valore t' della f . 
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Ma se quota t' in grazia tifile particolari religioni tra le radiai 
mi dipenderebbero alluri (6) di una equazione del «condo gra- 




cnlo di (=(' ; onda ci troveremmo soggetti al medesimo incon- 
veniente. Potrebbe quoto invero evitarsi, se in luogo della tra- 
i forni ara T=o prendessimo quella equazione cbe ha per radici 

rispondente ad y'-t-y" non ha altri valori eguali. Ma bisognereb- 
be sottoponi al lungu calcolo, che esige la ricerca di questa 
nuova trasformata, e ripetere tutto le altre operaziooi, dalle 
quali dipende it valor* di y'-t-y" . 11 metodo del num. 6. è in- 
comparabilmente più semplici!, p.-rehè non obbliga a nuovi cal- 
coli, ma profitta di quelli già l'atti ; e ci mostra quanto vnctag- 
jlirr apporti l' applica/ioni' ili'l Calfolo DiftWeiiziali: all' l'orla 
dell'equazioni. Senza cbe io l'avverta, BÌ vede che simili rifles- 
sioni possono farli relativamente ai casi, nei quali un maggior 
numero delle funzioni /", ("', ec, si trovano eguali in vigo- 
re delle particolari relazioni tra le radici j:', x" , x"' , ec. 



Ponghiamo finalmente, die ninno dei due casi precedenti 
abbia luopo, cioè che non sia n un multiplo din', ne n' un 
multiplo di n. In questo terzo caso ti scrivano tutti i valori di 
l , ammessi anche quelli , nei quali la ( non varia, ed i corri- 
spondenti della y; poi dei valori eguali della I si ritengano quel 
soli, ai quali corrispondono ditTi-renti valori della y, e si riget- 
tino quelli , per i quali tanto la ( cbe la y ti mantengono co- 
stanti. Avremo cosi ridotto questo caso il secondo, perchè a 

Tom. III. ,5 
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ciancili) valore della f corrisponderà un doto nnnuro di valori 
diverti della y . 

Sia per «empio I della formo /.[*' , *")(*'", x") , y della 
forma F.{x'-t-x"-*-x'"), ed il grado della proposta =4; «arà n=b, 
n'=4, cioè uè n un multiplo di n', né ri un multiplo di n. Sic- 
come la funzione *'=/.(*', *'") non vario nuondo «' bì 
cangia in x" , o quando .r'" si cangia in x' v , avrò l.i r' quattro 

/.(*", *')(*",*'"). 

A questi corrispondono i quattro valori della v 
i-.( I '- M 'W"),J'.( I 'W- W '").f.( ;c V I "+ I »- ) ,F.(x"- M '+ I "), 
1 quali sono eguali a due a •ine. Dunque non ammetteremo cha 



ii del secondo . 

"ViceverMSesara, ( della forma' /■.(«'-Ke'W') , ed y della 
forma /.(a' , *")(*'" , a") , la funzione f^F.(x WW) avrà i 
sei valori eguali seguenti 

F.(^^W' , ),J.(x'W+s 1 ''),F.(y'WW),F.{s'+» ,,, -t-«") J 
ai quali corriapuiidr-raunn i sei valori dello y 

/.|a^^|( I '^^'-^/( i ■^ ;£ ')( i ■"'.. J '•'),/.u''', I '')( S ', I 'n, 

/(«', «"'((*". *") ,/.(*" .."K*\*"} .fj/T.W. 
che sono eguali a due a due. Dunque a ciascuno dei valori difi- 
ferenti delia ( corrispondono tre valori diversi della y, e perciò 
nell'applicate a queste esempio i metodi del caso secondo dob- 
biamo porre e=3. 
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do un Talora di t conosceremo subito il vaiare corrispondente 
di y. Ciò Ì vero in generale; poiché te in grazia delle partico- 
lari relazioni tra le radici x', v" , x'" , ec. il valor cognito delia 
f ne avesse altri eguali, allora il valore corri spondei) le della y 
dipenderebbe da Dna equazioni: di tanto grado, quanti sono ì 
valori eguali della / , ed i coefficienti di questa equazione sareb- 
ijcrs r'imzinni razionali di t . 

Ma se la funzione t conserva il medesimo valore per alcu- 
ne permutazioni, le quali fanno variare la Funzione y, non ai 
porrà trovare il valore di y in ( che per mezzo di una equazio- 
ne del secondo grado , se al medesimo valore di l corrispondono 
due valori differenti di y, o del terzo grada le ad un valore di 
( corrisponderanno Ire valori diverti della y, a tosi in seguito. 
I coefficienti di questi equazioni saranno in generale funzioni 
razionali di 1 ; in modo che conosciuto un valore di t avremo 
i corrispondenti valori di y por la semplice risoluzione di una 
equazione del secondo, del terzo grado, ee. Se però il valore 
dato della ( ne avrà nitri eguali dipendentemente dai particola- 
ri rapporti tra le radici x' , x" , x'" , ec, in tal naso anche que- 
sti coefficiiuiti dipendcianno da una equazione del secondo gra- 
do, del terzo, ec. 

13. 

11 modo, con cui (5) abbiamo disposte le serie t' , i" , ('" , 
t' v , t" , ec. ; y' , y" , y'" , y" , ec. è quello, clic conduce alla 
più semplice soluzione del problema. Ma stando ferma la pri- 

■ :■ .il jiie nitrii , alni ■ il ini ■ ,-, p ■ gli al; .-i ■ < 

disponesseio in ordine tale , che tutti success ivo me lite nascesse- 
ro dal primo per quelle permutazioni, per le quali nrlla prima 
serie dal termine t' nascono gli altri (" , t'" , t' v , ec. La nuo- 
va funzione 

tPy^rPy'Wt'tf .... *>lPjH , 
che nascerebbe ila questo il sterna , sarebbe anch'essa invariabi- 
le per qualunque permutazione tra le radici x' , x" -, x'" , ec, 

quello della t . i In: ni: ■ . ■ .i , ^Ii , ■ pon |. 

Cosi per esempio, se y ò della forma E(a")(*"), invece di di- 
sporre i valori della y nell'ordine 
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FJW). FMM, WFI. F«o,WKO, 
-FI*"')!»'),... 

il quale ponghiamo busi coerente al modo da noi adottato nel 
num. S. , potremo prendere per primo termine un altro valora 
F.{x")(x'), ed otterremo la aerili 

f.(/)( I 1.FM( t "|,F.|/](/'),F.( 1 '")[ I '),F.(/'](x"), 

Nel primo caso avremo espressa per (' la funtiono F.{x')[x"), 
nel serondo la funzione J".(*"}(ar') . Così prendendo per primo 

mÌM™d«Munó di eVi'per uri Lio valore *' ^1^0^™/'" 
Ma allontanandoci dal primo sistema incontreremo spesso 
l'inconveniente, che ì valori di y siano determinati per meazo 
di equazioni di un grado più elevato, lo che si renderà sensibi- 
le con aleni esempi Sia fc/VKO (■="'} . . : l^ 1 ) .^a guai 

F-W){x")(x"') . . . (* (?) ) , ove q è = o <p . Ponendo secondo il 
primo sistema j>=F .(*')(*")(*'"> . . . (»<*>) .roteremo ( 7 ) tutti 
i valori della y cs|,m'-m i a^<:ri;i!mriìH- [jtr i rutrispondenti del- 
la I . Lo stesso accaderà , se faremo y 1 eguale ad un altro valo- 
re della y , purché questo non contendi l 1j i_- le r.KLÌd 
x' , x" , x'" , ■ . . x^'^ , le quali sono comprese in t' , per esem- 

pio j*r#-W) ■ ■ ■ (» <sl )i rmW h >M> iman. 

sìoni, che fanno variare la funzione y', faranno insieme variare 
la funzione i', e quindi e ciascun valore della ( corrisponderà 
un solo valore della y. Ma se prendiamo per primo termino y' 
un valore della y, il quale riminioj ima o jiiii raditi diverse da 
quelle comprese nella t' , allora i valori della y non saranno de- 
terminabili razionalmente per quei della I , ma dipenderanno 
da equazioni di grado più » meno elevato secondo il numero 
delle radici diverse, il n liniero p , ed il grado m della proposta. 
Facciamo per esempio y'=:F.{x p ' ,m '){x")(x"'} . . . , ove una 

sola radice aM 1 "*"*^ è diversa da quelle contenute nella t' ; è 
chiaro che la y' si cangerà di valore , se in luogo di 
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remo h altre radici x<*+">, Jl+*, . . . J^, e che per le 

della y, e perciò la y' non potrà determinarsi per la (' , che 
per mezzo di una equazione del grado m—p. Coi! le prendiamo 
j , ^.(JP*'\x^ t ^){^ n ) . . ■ i" modo che iia no duo 

le radici diverse da furila della f , ciò* Jt+'K ed * ^"" a) ; 
«e queste, ai vareranno tra loro, 0 se in luogo di una dì esse 
porremo le altre radici .... * (,n) , la f <i can- 

gerà mantenendosi la medesima la i'l onde la y' dipenderà da 
una equazione del grado a{m-p—>). In generale te r è il nume- 
to delle radiri contenute nella y' diverse da quelle compre» 
nella t' , la y' sarà determinata per la I' mediante una equa- 
zione del grado r(m— p-~ r-*-i) . 

Ponghiamo adesso t'=f.(x\ x")(x m ){x«') . . . (x^) , laqual 
funzione cangia di valore a tutte le permutazioni delle radici 
ar 1 , x" , x'" , . . . eccettuata quella di a-' in x", ed y sia una 
funzione rappresentata dalla forma F.(af*, x")(x'")(x ,r ) . . .{x' f ') , 
essendo come sopra 4=0 <p. In questo caso, perche- i valori di 
)■ siano espressi razionalmente per quei di (, bisogna non solo 
prendere per primo termine y' una funzione, che non contenga 

sa le radici x' , x" permutandosi Ira loro, ma non mai con le al- 
tre radici x 4 ", x' r , ec. rimangano nei primi due posti. Infatti 
«e f.eci.moyfeF.fx', *[")(*",(*") .. . {Jfy', questa funzione 
cangerà valore quando si muta x' con x" , per la qnal permuta- 
zione la r" conserva il suo valore ; e quindi la y 1 non potrà deter- 
minarsi per la t' , che per mezsto di una equazione del secondo 
grado . 

Simili riflessioni potranno applicarsi alle altre forme , e da 
esse risulterà, che in generale il primo sistema da noi adottato 
nella disposizione dei valori della y è quello, da cui nasce la 
più semplice soluzione del problema. I medesimi principj o'in-. 
dieseranno, in quali circostanze possiamo da quel sistema al- 
lontanate! senza inconveniente, 0 ancora con vantaggio. Per 



Digiiizefl 0/ Google 



ufl OPUSCOLO II. 

mostrare con un esempio, che anche quest'ai tinto caso può ac- 
cadere, ponghiamo t'~f.(x', x" , £" , . . . , x"' ')., ed y della 
forma F.(x'). Se facciamo il primo termine y'^F.(x') , dovremo 
determinare ciascun valore della y pel corrispondente delia t 
mediami: una equazione àr\ grado m— I ; e lo stesso accader! io 
per primo termine prenderemo qualunque altro valore di lla y , 
il quale contenga una dello radici comprese nella l'. Ma se pou- 
ghismo y'^F.(x^), è facile il vedere clie questa funzione li 
manterrà costante per tutte quelle permutazioni , li' quali non 
fanno variare la funzione onde in questa disposizione dei va- 
lori della y otterremo ciascuno di essi espresso razionalmente 
pel corrispondente valore della ! . Possiamo spiegare questa sin- 
golarità coli' osservare die x' -t-x" -t-x"' . . . -Kc' m '=a, chiaman- 
do — a il coefficiente del stonilo termine della proposta; poiché 
sostituendo il valore di J~'"^ abbiamo 

y=:F.{x^ mì ì=F.{ a —x , ~x ,, -x'" . . .^t (m ~' l) ), cioè della forma 
«1.(ar\*", x 1 -" 1- , e quindi la funzione / essendo 

simile alla funzione (' è (i) determinabile razionalmente per 

■4. 

Il problema, risoluto nei numeri antecedenti comprende 
come caso particolare quello, da cui dipende la risoluzione 
dell'equazioni , il quale consiste nel dedurre il valore delle ra- 
dici x' , x" , x-'" , ec. dal valore di una funzione qualunque del- 
le medesima radici. Chiamata t questa funzione, se porremo * 
in luogo di y , i metodi precedenti c'insegneranno a trovare i 
valori di x per mezzo tifi cot rispondenti valori della /. Rimano 
a scegliere per 1 una funzione tale, che la trasformata di cui 
essa è radice , sia di un grado meno elevato ili quello della pro- 
posta, o almfno preienti solo per la sua risoluzione le difficolti 
dei gradi inferiori. Di pìfi conviene ohe l'equazioni, per mez- 
zo dèlie quali dalla funzione t si determinano le radici, siano 
«nell'esse di un grado minore di quello della proposta . Passia- 
mo a vedere corni' in gr;l/ì:i ilei «rmcijli stabiliti si prjjsa diret- 
tamente ottenere la risoluzione dell'equazioni del secondo, ter- 
zo, e quarto grado . 
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16. 

Sia daia l'equazione iM terzo grado 

die per più semplicità suppoaghiatno priva del «econdo termi- 
ne , e cerchiamo una funzione ilelle me radici, dalla quale otte- 
ner si posta il valore delle medesime radici. Prendiamo la più 
semplice forma Px'-f-Qx"-t-Ilx"' , ed eseguendo tutte te possi- 
bili permutazioni tra le radici aV , x" ; troveremo i sei Va- 

i." Px : +Qx" —Rx" a." Pr" -t-Qx' H-fi*'" 
3." Px"WQx" +Rx' 4.° Px 1 +Qx"+ilx" 
5.° Px" ^Qx'-'-t-Rx' 6.° Px>"+Qx' 
• la trasformata, di cui è radice la funzione assunta, sari del 
testo grado . Per poterne fare uso vediamo io è possibile che sia 
risolubile a guisa di quelle del aecoudo, cioè che abbia la 

t'—M'-t-Bzzo . 
In tal caso chiamate h' , *■ le radici della equazione 
*>-Az+B=x>, in modo che aia h'= J+V^'-W , 

k>=±3ó*=é£ , la trasformata prenderà la forma 

(f._/ ( '5(C-t')=o. e 'e di lei radici saranno h, ai, p7 ( , k, 
«* , . ove i , a , (J sono le tre radici cubiche dell'unità . Si 
osservi, che 1,0, e essendo radici della equazione r<— 1=0, 
avremo il loro prodotto o?=i=o' , e perciò p~ a' ■ di piii 
n.tM-o'=o, perchè nella equazione r«— 1=0 manca il secondo 

Conviene adesso determinare le quantità P\ Q ed R, per- 
chè le precedenti funzioni abbiano tra loro quelle relazioni , che 
sussistono tra le quantità h , ah , a'h , ec. Ora se fiicciaum il 
ralore Px , *.Qx"- t -Rx i "=fi , dovrà un altro valore essere ="h , 
ma per questo min |uu> nrritili'rsi i nrlilTi'reiitt'meute qualunque 
altro, perchè se si prendere li s>-rnii<i», sarebbe 
Px-WQx , +Rx"'= a (Px , *.Qx"+Rx") . cioè Q=*P , P=«Q , 
/fc=ofl , le quali equazioni dandoci 0=1 non possono sussiste- 
re, giacché a è diversa dall'unità. Lo stesso accnderehbe , le 
facessimo ah eguale a! terzo e a! quarto valore: mate lo pon- 
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pillarne eguale si quinto , avremo 

iW(?i"v/t t '=o(r J -vQi , v/ir i, '),-:ioè n=»p,Q= a /r=o"i>, 

J*=aQ=*T , e quindi a'=i , com'esser dove. Sostituendo libi- 
le funzioni i valori trovali di Q ed lì, e facendo per più sempli- 
cità P=I, vedremo essere 

i." y-t^'*" a.» a" *B» m 
3.° a'"-t-a a l" -W*' 4." i' h-o'i'"-»-»i" 

5.» z" •*« > s"'-*-aic'=<>A 6.° /Vl'+ai'-a'S. 

Gli altri tre valori a." , 3.» , e 4." rappresenteranno le radici 
k, ak , a'k in tre dicerie combinazioni , che sono le seguenti ; 
(fl) 3.°=* 4.°=«* 3.°=«"i 

(*) 3.°=* a.°=«it 4.°=»"* 

(c) 4-°=* 3.°=«4 à.o=«>fc 

Nel primo mudo sarà fci"+o , i'W, nel secondo 
i=i'"+o>i'W, nel ferzo kzzx'-*-**x"'-i-ttx" , i quali valori 
sono tulli diversi , ma i loro cubi sono. li stessi per le relazioni, 
che regnano tra toro. 

Per calcolare la trasformata abbiamo A=h'-*k> , B=h'k' ; 
e siccome in questi valori non entra che il cubo di k, essi sa- 
ranno ì medesimi , qualunque si 1191 delle tre antecedenti ma- 
niere, e la stessa perciò la trasformata. Sarà dunque 
^=(l'+ a I I , W")'+(/+o' 1 : , W')', 

Iì=ìtrf-m**"-nix"')'{x"-ni 1 i'-t-ax"')' , svolgendo i quali valo- 
ri , r.he sono fungini ijivniialiili clrlle radici della jii-npr>;tj . e 
ricordandoci che o"=i , ed ìm-h"=— 1 , troveremo con le solite 
regole A~ — aje, B==— a?J J . Sostituendo questi valori avremo 

e le altre quoti ro ah, «"A, ak, a'k, e per mezzo di queste, che 

ci ilella proposta. Ma ciò più facilmente conseguiremo median- 
te l'equazioni 

x"-n>>x'+.ax"'=k 

dalle quali si deduce 

Tom. Ut. ,6 
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Questi valori delle radici dipendono dalla combinazione 
(a)i per aver quelli che corriipondono alla combinazione (4), 
convien fair eguale a * la funzione x'"-t-a'x"^ax' , cioè de- 
terminale le radici per turerò i Idi' equazioni 

le quali ci daranno 

x ,_ r<-Wt j „_ alt-^H s „,_ 1-t.a.j 

So finalmente ti prevnrrPino ridi' equazioni 

prendendo per ( la funzione j'-i-o 1 3'"-(-oj;", che corrisponde al> 

x -_trl x h— 3 j„_« *-MHft 

Invece di porre A eguale 
(remmo prenderla eguale al 5, ^ _ 

p« esempio l'equazioni 



in dubbio quale di visi rappresili ùndici della proposta. Talo 
incertezza nasce dal trovarsi nella trasformata l'-ayci '-2 7 i'=0 
'il solo cubo i 1 il pi top Rif inule della proposta, il qual cubo si 
nianlipue lo aietso, se in luo-o di b si pone ai ed a'b ; in mo- 
do che la medesima trasformata appartiene egualmente alle tre 



Digiiizca Dy Google 



OPUSCOLO H. n3 

(A) X' ■+abx+c=a 

ed egualmente serve stia ricerca 'Ielle loro Tarlici. Onde non 

siatemi, i quali [apprestano le radici di tre diverse equazioni . 

Per venire in chiaro, da quale di questi sistemi siano 
espresse le radici della proposta, consideriamo la funzione 
3?x"-+x'x"'-*-x"x"' , la quale sappiamo dover' essere eguale al 
Coefficiente b della x nella proposta. Ora questa funzione 
iV-htV'-fcr'V" ji trovo nel primo sistema = j- , nel se- 
condo =— , nel terso =— ■ e l'equazioni 

ci danno -—=—£. Dunque il terzo sistema e quello che presen- 
ta le radici cibila proposta. 

Se si moltiplicano tra loro In tre equazioni (A), no nascerà 
l'equazione razionale del nona grado 

l'+ìti'+fjf+iil!!*;'^, 
ed i tre siatemi trovati ci danno tutte te nove radici di essa. A 
questa medesima equazione ai giungerebbe, se si volessero eli- 

■7- 

Passiamo all'equazione del quarto grado 

trovare una funzione deUe'Ldirr.'e l'.e'7r»X'o «uppo^mfTdef- 
la formo più semplice ^AK,"^", la quale dipanila 
da una equazione men<. elevata, o più focile a risolve™ che la 
proposta. Questa funzione presa nella sua generalità dipende 
do una equazione de] vrntiqii»tire«ìrin> cndo; ma se la rendia- 
mo più particolare tacendo J'=Q. il grado della trasformata 
scemando della metà si ridurrà =12, e div-rra =6 se faremo 
amwa It=zS. In questo caso i sci valori diversi della funziona 
■ara uno 
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tici; onde In funzione diverrebbe allora inutile per la ricerca 
delle radici della proposta, poiché mi un solo valore della furi- 
noli potrebbero (8) queste determinarsi die per mezzo di una 
equazione del quarto grado, che sarebbe la proposta medesima. 

Siccome adunque la trasformala dov'essere necessariamen- 
te del sesto grado, procuriamo almeno che essa presenti sola- 
mente le difficoltà dei gradi inferiori a! quarto, cioè che sia (Ie- 
ri vai iva del secondo o del terzo. E poiché dalla forma della 
funzione chiaramente apparisce, che non può conseguirsi Viri- 
lo nello Fecondo, cioè se posso ridursi la trasformato ad esser de- 
rivativo del terzo grado, o sia della forma 
z'-t-Az--t-Bs'-t-C=o. 
Ora se chiamiamo z", z'" tre rodici di questa equozione. Io 
altre tre saranno — e', —z", — z'"; dunque converrà fare in tno- 
ilii, (:t:i! i tri vjltiri (iella ("tiii/icuc soddi.-iin'cbini ;i (ju'-la con- 
dizione. Ciò facilmente conseguiremo ponendo I!=—P, perchè 
quei valori diventeranno 

-*'''-*<••), P(*'"*x" , -y- a r 1 ), . 

P(iWW -*"') , /V' WW— x") , 

ed a tre di essi co ni^ori-l e t.i n no nitri tre eguali e di segno con- 
trario. La quantità /' |ioira mer qualunque, ma per più sem- 
plicità la porremo eguale all'unità. 

Facciamo nella trasformata z'=i , ed otterremo l'equazio- 
ne del terzo grado 

di cui le radici saranno («'-t-s"— *"'—*")■ , {*>+x"—x"—x' r )\ 
(i'+i"- x" — x'") 1 . Se moltiplichiamo tr:i loro i tre fattori 
1— {x , +x"-x'"-x'*)* , Hi'-"" i -i i, .>"|',ì-(i'«"-/.i , T , 
e ne paragoniamo il prodotto con l'equazione in (, ne ricave- 
remo i coefficienti di essa espressi per mezzo di funzioni inva- 
riabili delle radici dello ptopnsta , e perciò calcolabili con le lo- 
lite regole. Eseguito questo calcolo si troverà A=Sa, 
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■Iì=i6a'—6ic. C=— 64*' , e la trasformata in I lari 
('+8 0 r"+i6(a'-4c)r-64*'=o. 
Siano (' , t" , ("' le tre radici di queit» equazione, e «en- 
ea ricorrere al metodo generale ti esprimeranno per esse le radi- 



ti 



dell. , 



.rW —a" W '=±\/tf 
za del secondo termine nella proposta , e facil- 



Combinando i segni di ciaf 
possibili troveremo per ì'esprelBÌ< 
«olamenle i due diversi sistemi 

il primo dei quali contiene mieli 
del prodotto l/t\ . [/r"' è pi 



le quali il medesimo prodotto è 

Questi due sistemi ci daranno re raa, 
quelle di una diversa equaeione. E cosi e 
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Ja trasformata in t contenendo solo il quadrato della b , ÌI qua- 
rte™ "itile «dici dell e^iue^qUzW ' ^ 

La prima di nsc si cangia nella seconda, se vi ti pone — r in 
luogo ili x, e perciò la leeoni [a ha le medesime radici che U 
prima, ma prese col segno contrario; e [ali pur sono l'espressio- 
ni delle radici nei duo precedenti sistemi. 

Per vedute, quale di questi s 
pOiitiva , e quale a quello di b neg 

e moltiplicandole insieme avremo \/£. |/i''. |/("' espresso per 
una funzione invariabile delle radici della proposta, che trove- 
remo =— — quando nella proposta il coefficiente di x i h-è , e J 
=-g- quando questo coefficiente è — - b. Il segno adunque del 
prmlmto [/('. [/[".i/i"' dovrà esser negativo nel primo caso, 
e positivo nel secondo, e quindi il secondo sistema di radici 
apparterrà all'equazione, in cui il coefficiente 6 di x è positivo, 
il primo a quella, in cui il coefficiente —b di x à negati- 
vo. Potavamo render più brevi le precedenti rivoluzioni, spe- 
cialmente quella dell'equazioni del terzo grado, se avessimo 
sul>ko scelta quella combinazione , che ci conduceva olla riso- 
luzione della proposta. Ma abbiamo amato meglio di tener la 
via piil lunga, perchè altrimenti avremmo lascimi ignorare ai 
nostri Leggitori i motivi , che ci avevano determinati a tale 
scelta, ed avremmo forse anco potuto in essi indurre l'errore, 
che qualunque combinazione sia egualmente adattata a farci 
conseguire l'intento. ... 

Le funzioni delle radici da noi considerate nei due numeri 
antecedenti non sono lo sole, che conducano ali» rwoluzinno 
dell'equazioni del terzo e de! qonrto prode; ma vi sono infinite 
oltre fUB»ioni , le quali producono il inrde-imo »ff-tto . Noi 
coutenti 'li avi'rt o!t?;nH'j V itilirnlu insidiarne le l'u:i?.ioiìi <!■■]! i 
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più sémplice forma rimetteremo quei dei nostri Leggitori, ch« 

Lagrange. La generale ricerca tirile funzioni opportune allo 
scioglimento tiì quello problema ero più interessante, quando 
■I sperava di trarne qualche lume pei la risoluzione dell'equa- 
zioni del quinto grado. Ida questa speranza é del tutto svanita, 

possibile la generale risoluzione drll'equazioni di grado superio- 
re ni quarto. Sarebbe per noi troppo lungo l'entrare nei drttflglj 
della di mostra li Oli e di questo importante teorema, la quale può 
vedersi nella eccellente Teoria dell' equazioni pubblicata da 
questo Autore. E qui piova osservare che la risoluzione genera- 
le rMl'rqunziiini , i pregressi della quale si ilevnrln agli Anali- 
sti Italiani Scipione Ferri, Tartaglia, Ferrari, Bombe/li, )ia ri- 
i-evitto il suo compimento per opera di due Italiani Geometri 
Lagrange c Raffini. 

10. 

Ma quantunque non ei possano risolvere l'equazioni gene- 
la!) di un grado superiore al quarto, vi sono però molte equa- 
zioni particolari, le quali sebbene di un grado più elevato del 
quarto si possono risolvere, perchè sono abbassatili od uri grafo 

delie sue radici. Allorché si conosce questa relazione 0 per la 
forma della equazione data, o per la natura del problema, da 
cui è nata la medesima equazione , i metodi precedenti c' inse- 
gneranno o conseguire quell'abbassamento, di cui la proposta è. 
capai-e, come qui brevemente mostreremo . Sia dunque data una 
equazione del grado m, di cui lo radici aiano espresse con le let- 
tere x', x" , x"', . . . a'" 1 ), e supponghiamo che si conosca un 
particolare rapporto tra le radici x', x" , . . x^' . Qnesto 
rapporto ci condurrà ad una equazione, in cui il primo mem- 
bro sarà una funzione rielle radici x' , x" , x'", . . . **" , ed il 
secondo una quantità data K\ in modo che conosceremo il valor 
K di una funzione /.(r')(i")(.e'") . . . la qual funzione, 

come pure il dì lei valore K , tupponghiamo raiionale. 



uà opuscolo ir. 

i'onghiamo primieramente eli; la relazione data abbia Iuo- 

niera, di modo clic cosi di sussister!! per ijualunqne permuta- 
zione tra le radici x' , .r", x" , t . . . In lai caio facendo 
^■IWl " " ■ «I ? ."ccessivamente 

=*', x-,x'" »W , siccome il valore (' della funzione non 

n^ha altri eguali .^potremo [iV, «prime» ciascuna di^ queste 

Inensurauili. E tulle quiete radici dalla proposta mediante la 
dìviaianc par i corrispondenti fattori, es-a si ridurrà ut grado 
ni—p, ed ammetterà una soluzione completa, se m—p non 
* >4. 

Se la data relazione sussisterà in più maniere, cioè te li 
formo della funzione f.(x>){T")(x"') . . . sarà tale, che es- 

tà conserti il medesimo valure K per varie permutazioni Ira le 
radici, convicu distinguere ire casi, secondo die queste permu- 
tazioni si fanno tra ie radici *" , 3:'" , . . . »W, n le medesi- 
me radici x', x" , x'" , . . . si permutano enn le altre 
«0*0, *U>+*\ «M.e... o finalmente le radici */, 
x'", . . . si cangiano e tra loro a con le altre w^"* -1 ' , 

»(/>*») , ,M , „. 

Per incominciare dal primo caso pongbiamo che In funzio- 
ne data abbia la forma f.(x'. x")(x"') . . . (i' P ') , la quale con- 
serva il medesimo valore K per la permutazione di x' in x" . 
Facendo y' successivamente =1"', x" , . . . x^ troveremo co- 
me sopra tutte queste radici espresse razionalmente per K; ma 
le facciamo y 1 — V t siccome al medesimo valore K corrispondo- 
no due diverse radici a/, x" , queste non potranno esprimersi ra- 
zionalmente per li, ma verranno date da una equazione del se- 
condo grado 
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«ve i coefficienti a r. b daranno razionali. La proposta avrà, no» 
ma (Opra , un fatture comnieatut.ibilc del grado p, e divina per 
«lo *i ridurrà al grado ai—p. 

Più gennai meo le ie In fruizione data avrii la forma 
/.K, I'i.te... Ji.o»r.» 

equazione del gradi] q 

4n radici ^ff*'*, .... x {p) iranno razionali. 1.. lut- 

ata sarà abbasubil'e di grado, eccettUitaTquelli, in mi\ (omb 
j=y=m. poiché allora tutte !e radici x\ x" , x'" , . . . i'™) di- 
penderebbero da una equazione del grado m, che sarebbe la 
preposta medesima. Dal che sparisce, che le relazioni tra le 
radiri tutte della proposta . le quali vengono espresse dai coeffi- 
cienti della medesima, e più «cium jluiente il valore di qualun- 
que funzione invariabile delle stesse radici è inutile ali' nbtias- 
nnianto della propusts. 

Venendo al secondo et 
esser tale, che cangi di vali 

tenga colante allorrh* ai muta 1' in x^'K x» in 

ir. »M....xWin In questo co .e col mete- 

do piered-nte eercheremn i', min potremo averla espressa razio- 
nalmente per K , poiché al inpdesimo valore K della fiinailina 
corrispondono due radii i diverse, cioè r' ed j-'^"*" 1 ' t le quali 
saranno insieme radici di mia eluizione di secondo grado 

ove però i coefficienti a e A saranno «immensurabili . Poiché 
questi coefficienti essendo rcspelli vanente eguali a -l'-sj^ M " Ì ^, 
Tom. III. 17 
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ed x'.JP*" 1 ), avranno un Boia valore corrispondente al valor 
K tirila (ùnrione. Cobi pure lo radici x" , i<-P +a > , Io radici 

x^K «. dipenderanno da altrettante equazioni raziona- 
li di secondo grado 

muta*' in i' 2 ^ 1 '.!" in I ' 2 ^ 2 i , ir, x^^K"'. ^ 
in col m«Wimo di.eo»o vedremo che le radici 

seguito. 



Passino a roti si de rare il te™ raso, io cui la funzione dn- 

radici. Sia dunque la 'funzione della turala 

/(a». **)(««)... (* (/,) ). J» » conserva invariabile nlU 

permutazione di x' in x" , e jupponghiamo che essa mantenga 

il medesimo valore K, anche quando si cangia x' in x^ p ~ t ~ 1 \ 
«" in J^,... «W intM.L, rBdici ed a-^!, a <" 
ed Jf+*\ . . . «W ed dipenderanno come .opra a due 




la prima delle quali abbia le due rullici i' ed a;", e la seconda 
le radici *0*"> ed ma quest'equazioni non „ ra n- 

uo razionali. Poiché al medesimo valore A e.» rri fondendo le 
due diterse quantità o' ed a", o sia -x'-x" , e -x^'ì-JP*^, 
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queste quantità «ranno radici di una medesima equazione ra- 
zionale di secondo grado. Lu stesso li dica dei coefficienti 
V e b". 

E te la funzione data manlcneue il valore li anche pei la 
permutazioni di é In , *" in , in 

* (> ' M " 3) , . . . in avremo per determinare le radici 



e finalmente per le radici , J»+4 1 

I*W"*M-Ì'"=0 , 
e dal medesimo discorso apparirà , cho i tre coefficienti a', o", 
a'" saranno radici di una medesima equazione del teno grado. 
Se la proposta fosse in questo caso del sesto grado, non avrebbe 
in generate aleun fattore ragionale, ina | a di lei risoluzione di- 
penderebbe da quella dell'equazioni del secondo e del terso 
grado. 

Ponghiamo che la funzione data abbia la forma 

*")[x"). . . (»^>), e conservi il medesimo valore K 
qnando diventa f ( JP^), , x (P^\JP+V ì .. ( Jy>) ) . 

dipenderanno dall'equazione di terzo grado 

e le radici a'-P* 1 ', , JF* 3> da una simile equazione) 

ove i rnemrienti a', a" saranno rodici di una medesima equazio- 
ne razionale del secondo grado : e lo nessn si dir* dei cwlHcieil- 
ti i' e b" , e resi |pnr« Ufi cncilif ji-mi o' e e". E se lo l'nozio- 
ne data manteness- il medesimo valore K , am he qnando divie- 

„. , Jf«; jpr+QiJW, ... „„„ 

le picchienti equazioni del ter™ grado avremmo per determina- 
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ed i coefiìcirnli a', a", a'" sarebbero in questo ermo tapiri di 
una medesima ■■ 1 1 ti a y.i i j 1 1 e -M l-im (irado. Dn quello clie nbltiu.- 
mo rifilo abbflstanzH si mie il metudo , con cui dobbiamo con- 
durci in luti! gli aldi cani. Merita di esser letta una bella Me- 
moria tu questo Argrinenio, clip il chiaritsimo Raffini ha pub- 
blicala nel lolumr IX. della SucieLà Italiana delle Scienze. 
23. 

Per illustrare questa materia rnn un'esempio consideriamo 
([urli' equa zi uni , rha si chiamano reciproche a convtrliiili , nelle 
quali il corffiVipnre d' I primo termine e Panale all' ultimo, il 
ccieflicienle ilei secnodo è eguale n quello del penultimo, e gè- 
eguali . Tali equazioni sono rappresentate dalla seguente 

x m - t .Ax m ~~ S -*-Bi m ~~ :l +Bi , *^+]=o, 

ove i) grado m si può considerare curne pari ed =za, perrnè.se 
foste dispari, la propalili aviebbe una indice =— i , e divisa per 
1-4-1 consprvprelibe la medesima forma rpniprura. E evidente 
che posto — ìn luogo ili x l'equazione ai mantiene la tnedeai' 
ma , e quindi sti'è una di lei radice , un'altra sarà -p . Perciò 
se rhisrmamo x' , x" , 3"', x' r , . . , a:' 1 "' le radici della pro- 

*•*"<=, .... .t' 1 "-'*.^ 2 "^! . È dunque data una relazio- 
ne tra le radici x' ed 3-", la quale non cangia quando es- 
ae si permutano tra loro, e che sussiste egualmente tra le ra- 
dici x"' ed a",V eri x" i' 10- '* ed j' 1 "' ; e perciò (ai) 

queste radici saranno a due a due contenute nell'equazioni se- 
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lo quali saranno n Hi numero, ed i coefficienti a', a", a"', a", 
soronoo radici ili una mirteti ina equazione del grs- 

rngnila aia y, osservo die io generale x' — yx-t-l=0, e quindi 
~X-*-^=y, onde bisognrra nella proposta sostituire y io luogo 
di x-t-— . Ponghiaino la proposta sotto la forma 

c tutto ridurraiBi od esprimere per y il valore di x -I . Or» 

x*-t-^=y'— a; coil pare x'H-3^x-^-^-t-~=y' , ed 

=**— 4j-»-t-a, e cosi io segnilo. Onde in generale appa- 
risce, che x r -h— avrà la forma arguente 
x r H- ±=y -M/ _a -*-flfi/~ 4 -Muf-^+Miy r ~*~K. 
Ponghi» mo io luogo di y il ano valore x+—, e svolgendo i ter- 
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r quindi avremo per determinare i coefficienti M, Mi, Mz, 
Mi , PCi l'equazioni 

*-^>)_M tr -^KM l{r -4}-m=o 

dalle quali ai deduce 
Mi=+^) 

e general mente 



-4L 



dogante di risolvere questo stesso problema . La quantità 
x -i dopo là sosliluiiono del valore ili x diventerà una fun- 
zione di y ed t, olie chiameremo ' f , é ponendo r-i-i in luo- 
go di r avremo aj r ~*"' -t- * j =s^_ . Ma la quantità 

dunque avremo !a seguente equazione a differenze finite 

• ò Sy ' r V~^ Zy ' T ' t ~\''~'~L-' t ' d' 
ci darà, coni' è noto 

. -r fy-*/<?'-' * ì l r _ 1 _ C v 1 - Lr-t/fv-4)]' "_ 

e per determinare le quantità C e Ci rifletteremo che f 
dev'essere : quando r=o , ed quando r=i . A tali condi- 
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dalle quali equazioni si deduce C=C,=i . Sarà periamo 

/, ■ _ [r-H/<V-4)]V[y-|/b'-4)] r , 

Al medesimo resultato aaremmo aiiinrt più semplicemente, 
ae avessimo osservalo che 1" equazione •je t —yiM- 1=0 ci dava 

«V— = r>^<r'-4>] f -Kj^b-'-4)] r t 

ove i indifferente che al radicale 4) ti dia il legno 

Si poteva anche per allra parie prevedere, che la sostitu- 
zione iw-— =y avrebbe abballato della metà i] grado della pro- 
posta. Poiché le radici della trasformata in y aaranno x'-t-^p , 
i'V -4 > *"*^ — — i x'"-t-~ , ec. : ma aiccome ìc"=J_ , 

a due a due. Quindi In trasformala in y, che dovrebbe essere 
del grado VI, ti abbasserà da se stessa al grado a. 

Potrebbe ancora usarsi utilmente la sostituzione a='J^ , 
ia quale ci dà y=- . Perchè le radici della trasformata in y 
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sarebbero 1^. T — 1 — r _ 1 — L— oc. o sia ( a motivo 

delle illazioni esistenti ita le radici x' ed x" , x"' ed x' r , ec.) 

^! , ISll , .. , , ec. La Kaiforrnaln ailunrnw 

i-t-j' :r'-.-i 

avrnilo lune le «ue radici eguali a due a due e 'li segni contrarj 
non r onierrà rhe le potenze pari di y , e posto y'=Ls ai ridurrà 
alla metà del Biro grado. 

«4- 

Nelle coje preredenti abhiamo ipesso avuln bisogno di cal- 
colate le funzioni invariabili delle radici di una djta equazione.. 
Quantunque m;l primu Tinnii si:iiin 'late le remile necessarie per 
eseguire questo calcolo, pure ripigliando la medesimi, materia 

pende, Sia dunque proposta l'equazione 

x"'-Ax m - , -+.A l x m ~*-A"x m - i . . . ±^"'- || = 0| 
di cui le radici siano x' , x" , x'" , . . . a:'" 1 ', ed avremo 
Ax m ~ 1 -*-A'x m ~ A''x"*~~ a . . . ±^ m— 

= (*-*')(*-*")( W) , 

e ponendo a= — 



=( I -x'«)(i- !B "«)(i-«™«)....(i- 



„. "'=1 

= log.( t- a :' E )+!og.( 1 -x" l )*lo S .( . . -r-W. 

e svolgendo in serie i logaritmi del secondo membri 
equazione 

=~ v t'-«"W +J m) )* 

-(«■•WW* 

-r* (n,) ')^ 
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ridici della proposta , cioè lu quantità i 1 -«-x" -t-x'" ...-t-x* ' , 
e l'equazione preci-dente diventerà 

(i) log.fi-^zWz'-./fV. . . AA t - m ~% m ) 
_ p P 1 * 1 . * (J| . pW , 
Prendiamo i differenziali per rapporto a <, ed avremo 

e tnglien !o Ir frazioni e paragonando' i termini giungeremo alle 
aolite forinole 

Pz=A 

Fl*=AP—*A' 
P-'ì^Afi-^-A'P+SA" 



Ma se volessimo una furinola generale, la quale ci datie il 

valore di p'"' , consideriamo l'equazione (i), e ponendo 

log Az-t-A'z'— A"z' . . . 'V") =4 vedremo che 

/>'"' « 
— sarà eguale al coefficiente di z nello sviluppo della 

funzione il quol coef&cient» tappiamo mere 'Lf , 

a . 3 . . ndx" 

purché ai faccia z=0 dopo le differenziazioni . Sarà dunque con 
quella condizione 

1,3... (n 

Per ottenere rotto un'altra firma il valore di P l ', facciamo 
A-A'z-*A"z'--A"z 't-ec. =M , 

ed avremo 

Tom. ///, ai ^ 
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Ora il coefficiente di a" in tz è eguale a 



purché >i facci» z=o dopo te differenziazioni. Dunque riunen- 
do tutti questi valori avremo il coefficiente dì *" in <p eoe) 

_ L n I d.t"~' i d^.l"- 1 i £±^_ rf"~'r 

ed in conseguenza otterremo 

m_. ,1- „_i oJ.. r. H > " . 



D»ndo in questo valore c=0. 

Sia per esempio la prupoita del secondo grado ; sari 



di =0 essere —=±r{,-j){r~z) . . . (^+1)/^/, ove 1] 

segno -+■ ha luogo so » è pari, ed il segno — io J è dispari . 
Sostituendo questo valore troveremo " 

la qtial formola li deve continuare, finche gli esponenti di A 
non divengono negativi. 
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16. 

Supponghiamo adesso, che siano flati ì valori di P, P* 1 ' , 
P |3 \ ec. , e li richiedaci esprimere per m™ di etti i coeffi- 
cienti A, A', A" , ec. della proposta . Ripigliami) l'eluizione 
ìog.(i—A*+A , **—A"*> . . . ±^ lm-,) = m ) 
t p(4l 

— — 1 S -2 3 -1 4~* "~" ! ' 

• pittando dai logaritmi ai numeri otterremo 

i—Az-t-A'z'-A"^ . . . ±J-"~"\ m 



ove e è la base dei logaritmi iperbolici . Di qui apparisce che 
il termine A^ n '' 0 — A^" secondo che n i pari o dispa- 
ri , sarà eguali- al coefficiente di z' nello sviluppo della funzio- 

ne « a , 0 «io dello funiìono e =u , se facciamo 

p l.| ,11] „M> 

Svolgendo in serie la quantità e avremo 



n ragionamento simile a quello usato nel numero pre- 



a.d. .a a.3...(n— 1)' n* a.3...(n-a)" arfi» *" aJ (j] 
purché si faccia ere dopo le differenziazioni : e questo sarà il 
valore del coefficiente . 
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Ci sia permesso qui di passaggio osservare, rhe Io aleno 
metodo ti [juo applicar» allo (viluppo in serie di qualunque 
funzione, la quale ahliia la fu mia 

F .(a*iiH-cz ■i-ez '+/lvc.) 
Questa funzione, posto 

diventerà F.(a-tJi), e svolta in serie [ier nieizo de! teorema di 
Taylor ci da.* 

„ . _ dFa d'Fa <i n Fa n n 

F(a*-tz)=F.a-i — ; -<w —(■*•.. .n 1 i «t. 

' a. 3... rosa 

Quindi il ooeffirientt di z ri-Ilo sviluppo della fumìotie prò- 
posta sarà espresso dalla forinola 

rfVa n d"~'Fa d.t"~' 



o Calcola deli 
e della funaio 
a dei coefficiei 



Trovate le somme delle potenze delle radici cerchiamo 
adesso la somma dei pr"d<tti che ai fermano, quando si molti- 
plicano tra loro ie potenze delle radici . Indichiamo col segno 
P lm • la somma dì tutti i prodotti della forma ^ m .x" n , 
elle nascono da tutte le permutali oni tra le radici della propo- 
sta, col segno p( m ' n 'F> la somma dei prodotti della forma 
x - m . x "". x "'P . col segno p(™ ' " >? la somma dei prodot- 
ti a ' m . I ""^. a "f. ecosìinseguitoi e cerchiamo il valore 
di queste quantità P* m > ») t t » , 7») _j.fi> ">/>•?>,«. 
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Se moltiplichiamo tra loro le due quantità p' a '' e P* a »>, 
naieeranno da questa moltiplìnuione tutti i temimi della for- 
ma x' ' e tutti quei della forma i' , .x" * ; onde sani 

p K>. p W =p K-h>J +ì ,K ,»,), e quindi 

(i) />("■ ' a 1 > = p( a .). / -(°. . 

Moltiplicando tra loto le tre quantità i>' a,t . i*'*'' , e 
P (fl ') otterremo lutti 1 termini della forma , tut- 

ti quei della forma x-"****^""' . quelli della forma 
x' B '"*" a ' ,x" a ' , quelli delia forma i' a «' K '« jr""' ,e finalmen- 
te quei della forma x A • .x" a ' . -r 1 " 0 • . Sarà dunque 
p&,.",,°,)-p{<>,) pi**) p{>> % ì_ p i°,+« t ,<> 1 ì_p(>'.->*,.<',) 

Ma .falla equazione (i) ahbiamo P< fl i" w *a . a J = p( a ,-^ 0 >) p'°i) 
_ J ,('<,-»-«.-« 1 ) if ,(« 1 -w.,.<.,U / ,|a,+ 0l )y 0 ,).p( fl ,-«. 1 H. 0 ,) i 
p^.- a J = >.~JyO_p(^~.W, Duriql]e J 
«ituendo qumti valnii avremo 

( a) i>( a .- Q ..«,) = p('» 1 )_ i ,(a !1 )_ / ,[o,). J ,(o,+oJ pKl^pK-^-HJ,). 

_.pK"«'.).pK) 
Col mrdegirno rajjionfimenfo troveremo 
p(".. fl .. a ..o.}_p(o,) p(a,} p( 0 ,) jKLpK-HV»,.*»,) 
_;>(»,-",.«, .«. »,) 

_pK~ a .-°,.< I .L. i >K+'', -",.«.) 

_pl".—,«.,",)_pb,~., ,.,«,) 

_p(«,-M,.«.-WI.)_p(»,-M.,».«,) 
-Pi-.-".-.-».) ' 
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e sostituendo i valori di p' 0 '"** 0 »' 0 " 0 '' , ec. dedotti dalla 
. equazione (2) , e rjuoi di pl°i~*" 3 "~ t "' 1 > , ec. e di 
jjta.-w», ,o,-H»J _ eo _ <[Bdo(ti dl]]a P(JuflIÌ0Ile (] j aTtemo 
(3) p{ a .> a >'".< a J = p( a ,ì p(»,) pi",) pKt 

_pK"«J pK>_ P K-«,> pK) p<«.> 

' s _p(-,-W.) pK> p(",)_p(",-w.) pK> pK) 

P (",t p(«,)_p{",^.) pK> P K) 
^«,«,^,1 p(-.t +1 p(» ,-«,-«.) p(-.) 

^pla.-^-w^pfaJ^pK^.-wOpK) 

+ p(".-w i ).p(" 1 -w.)^p('',-«.) P K-«-«.) 

^pK-mni.pK-",) . 

Senza proseguire più oltre queste operazioni, dopo uni 
breve riflessione «lira natura della moltiplicazione dell* pota- 
le, la quale tomiste nella somma degli esponenti, facilmente 
ci persuaderemo , che il valore di P^"' ' s ''"''" sari com- 
posto di tutti i termini della fnrm.i pM .p( r Xp! r ").p('"') ec . , 
ove «ari /WW-tWec.^a , -t-o . . . -hj„ . e ciascuna 
delle lettere r sarà egnale ad una 0 più delle quantità <i t .a a ,a, , 
. . . a n , e ciò in tutti i modi possibili, secondo i quali le quan- 
tità a,, a,, a,, re. ai possono combinare, 0 prendendone un» 
sola, o la somma di due, 0 la somma di tre, ec. Siano m, ia' , 
m" , in'" , ec. respettivamenie i numeri delle quantità a, , a 0 , 
a, , ec. contenute in r , / , r" , r'" , ec, ed avremo 
jn-wii'-i-ni"-i-"i" , -t-ec— a. Riiiiiiitrnn insieme tinti i termini si- 
mili , nei quali cioè i valori delle lettere m, m' , m", in'", ec. sono 
1 medesimi, e denotiamo questa somma col segno 
*2|B m' m" m"' e ' Q uett0 "f™ 0 «dunque indicherà la som- 
^ ma di tutti ì termini della forma ^ 
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e ponendo in luogo di hi , m' , m" , ec. tulli i numeri , che sod- 
Jislanno all'equazione m-Hn'-+*i"-i-ec.=n , oitenemo tutti 1 lei- 
mini , che compongono il valore di P^ a > ' ' a > ' ' ' ' . 

Usando questa maniera di scriverò potremo più semplice- 
mente esprimere ì valori trovali nel!' equazioni (t) , (1} , e (3) , 

(i) p< a > ' a *h=Q 1 , ,-Q," ,-h><2 3 

(3, pi", ■°.» = Q i _ J (J _ r Q aj , _ ,+2Q 3i r GQ 4 +Q 3 a . 

Per maggior semplicità tf.Wremo nel segno Q ffl _ J _ m „ ^ . 

•eremo Q in luogo di Q f j j i ec ' ^™ '" Tece *" 

%*,1,t,l ,ec ,Q "> .»>' '" 1 " t6 ° di ^,n , ,i,i,.,M. 
e così in seguito . Rappresenterà dunque Q m la somma dei termi- 
ni delta forma P (« 1 ^i^ 1 -"«^^i1 i Ji(»»m),.j>(«J i 

mini diversi ÒV1U forma 

Ciò posto, se chiamiamo ^ m „ fc il coefficiente, 

ohehaQ^ m , m „ ec nel valete di i*'"' ' • — ■• a n\ 
•ara ^, m „ ^ .Q m m , m „ M il termine generale 
della formula, che rappresenta questo valore, e per dedurne 
tutti i termini di una tal forniola bisognerà prendere per ni , 
m' , ni" , ec. qii'i numeri , che soddisfanno in lutti i modi pas- 
sibili all' equazione m-t-BÌ-t-in"-t-te,z=n . Avremo pertanto 
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-»..«i,.~4,.<!4.. 

"a.sUs.s "4,J«4,» 

**.,.,.«...,•'**•.■.•«■.•.. 

■"A 

-"—4...A-4,.," 

■"n-S.l.l^l-S.S.» 

-~-6,,.,,A.-«,.,.,. 

Conviene adesso determinare i coefficienti a, , z, , a, , ec., 
lo che forma la parte piti difficile ili questa ricorra . Si rawril 
in primo luogo, che questi coefficienti sono quantità numeri- 
che introdotte dalle «istituzioni , e indipendenti non >olo dal 

in modo che te nella forinola P (a - •*•■"»••■**"") man- 
cherà nno di essi , per esempio a , il valore delle quantità 
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Q, ' ■ Qj • diventerà più «empiito, ma i cot Scienti 
a j ' B a ' z i ' eo ' àel [elmini 1 ^ rimangono, saranno gli itessi. 
Poiché trovato il valore di f'" 1 ' " a ' fl fl «? , per aver 

quello eli pf°' ' ' ' ' ' ' °n— 1) bagnerà porre nel pri- 
mo a =0; ora questa supposizione farà mancare aluuuì dei tcr- 
mini compresi nelle quantità Q [t Q^, Q^, ec , ma lascerà il 
medesimo coefficiente il termini che rimarranno. Coti nella 
equazione <f} essendo z=, , sarà x=ì in ogni caio. 

In secondo lungo ai rifletta che, se aggiungiamo la quanti- 
li " n _ t _ l *He air» o j , « a , o j , . . . , io modo che si cer- 
chi il valore della forinola P {a > •*.>«»•■•*« «a-m) ■ que- 
sto valore ci verrò doto dalla espressione precedente 
t^O •*« Q -+-ec., purché nel comporre le quantità Q , Q , 
Qy ec. sì abbia riguardo alla lettera oltre le altre 

», , o a , « 3 , . . . , a a s e di più, siccome n ti è cangiata in 
"-t-i , converri aggiungere a tal' espressione ì termini 

A-,,, 

-t^c. 

■**»- 3, 3 , a^n— ì, a , a 

""n-S.a.a.a^n-S.s.a,» 

La tì cerca dei coefficienti , , ec. li riduce a vedere, co- 
me questi nuovi termini per l'aggiunta della quantità " n ^ l 
nuca no dai precedenti. 

A quest'oggetto li osservi che 

Tom. Ili, in 
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Quindi il Talora di p'"' ' ° 3 ' "V"'"*-' 1 ntices ì dal valore 

<VV°3 ••„) 

di P , M tiri ma questo si moltipliche!» per 

P , Io che non porteti altra mutazione nella foratola 

(A) , se non che i valori di Q^, , se. rieseiranno più compli- 
cati, poi io da questo prodotto si sottrarrà n volte l'espressione 
{A), prima ponendovi a l + a a _ i _ l luogo di o j , poi « a -M» B+I 
in luogo di , e cosi in seguito lino a porvi ■» n -+ J, nH . [ 'fo- 
go di a . Da queste sottrazioni nasceranno i nuovi termini 
I fl _ f _ l Q (w _ l -»-ec. nel modo seguente. 

Il termine z „^, 1 Q n ^. J nasceri dal termine & n Q n . quan- 
do in luogo di a ( vi si porri a l -**' n _^ l 1 poiché essendo 

della forma P 1 a ' " , allorché, vi ai mette 

o l -wi fM _j invece di ^ diventerà della forma 

(a -i-a +fl„ . . . -h» ) 
P n ~ f ' 1 , cioè Q . Cosi pure, posto 

a ***rn-i ' U0 S° ° a > ° °3" , "* , n-s-l »» luogo di , tt., o 
finalmente o^+o^ ] in luogo di , la quantità Q n diventa 
Q - Quindi il termine z O nasce dal termino z O 
preso negativamente n volte , perchè tante sono le variazioni di 
in , di a a in ^-«-o^ , ec. , nello quali tutte 

la quantità Q n diventa Q n _ t _ l ; «ari dunque z^^^—nz^ . 
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Il termine Q n _ a a essendo della forma 

P° >~* a *""* a "-* > J"n-i'* a " ) produrrà il termine 
allorché ai aggionge a n _ t _ i a ciascun» delle lettere 
• , a , ... a _ ; ove però conviene enervare che non tutti i 
termini della forma Q «ono prodotti dal termine Q m , 
poiché in quoto »Ì aggiungono ad a ] tutte te lettere con- 
tenute nel primo legno P, ma non quelle del secondo legno; 
onde mediante questa operazione o ^ ^ non li trova mai nel se- 
condo segno . Che se nella quantità Q a _ % a aggiungessimo 
« n _ t _ alle lettere del secondo segno, ne verrebbero dei termini 
non della forma Q b __ t , ma della forma Q a _ a 3 . "he conii- 
dereremo in seguito . Sarà pero vero che, il coefficiente dei ter- 
mini della ferma Q_ , a> ' quoti rimirano da Q„__ a 9 . eiien- 
do B n _ i a , avremo « J J_ J 4 =— ln-a)"„_ a a ■ Gli altri ter- 
on compre., tra > prece «mi d ì wam^ U, M terrnr- 
ne Q B _ J , il quale e della forma P .P , 

allorché ai «(.'giungerà " 'Ha sola lettera del secondo le- 
gno P. La differenza tra questi termini ed i primi si è, che nel 
primi 1 ai combina con le altre lettere del primo segno P , 
e non e mai nel secondo legno; nei lecondi a _. _ «ì combina 
con la lettera del lecondo legno e non è mai nel primo. Ma co- 
me non vi e nel accanilo segno di Q che una sola lettera, 
ciascuna «Attrazione non produrrà che un aolo termine, o que- 
ato diverso dai termini ilellc altre sottrazioni . Se dunque 
*„_, a * il coefficiente di questa porzione dei termini dì 
Q„ , a > sarà * n _ t a =— i.e jj _ i . Ora siccomo nella quan- 
tità P °' ' a " ' " 3 ' " ' " ' tutte le lettere 



Digiiized by Google 



•48 OPUSCOLO IL 

cullano egualmente, dovrà perciò mere il medesimo il coefflcien- 

m^,9_ t ,Tw'^ « '•"»'"« «„-„.,■ ■■ «1 

primo li aggiungerà a n _ 1 _ | fl tulle le lettere del primo segno P, 
e nel secondo si aggiungerà a n _ i , l 11 tulle le lettere del secon- 
do segno; e te due porzioni di termini saranno diverse, perchè 
nella prima " n+J si combinerà con tutte le lettere del primo 
segno, e non sarà mai nel secondo, e Dell' altro a a _ tml *' varìerà 
con le ledere del secondo sngno c non sari mnì nel primo . Inol- 
tre siccome in 3 ,on ° nel primo segno n — 3 lettere, ag- 
giunta t a ciascuna di queste ne verranno n — 3 termini si- 
mili; e cosi essendo due le ledere contenute nel secondo segno 

di Q n ^ a , dalla sommo di » n _ ( _ 1 cori ciascuna di esse si 

produrranno due temi ini «ini ili . Sarà pei tanto 

Generalmente Q r f , nascerà da Q r _ t T * aggiunta 
a tutte le lettera del primo segno P, che sono r— 1 , e da 
^ aggiunta < L IJwt _ t a tutte le lettere del secondo segno. 

Passiamo a considerare un termine qualunque dello forma 

<!,, /. f ■ Q "*"° """" in '"" Qr-i , /, 

aggiunto a alle lettere del primo segno P, in patte da 

Q j ( ^ sommata a [ con le lettere del secondo segno, 

e finalmente in parte da Q r ^. ^._ t W si aggiungerà 

alle lettere del terzo segno . Nel primo coso si combinerà a f 
con le lettere del primo segno, nel secondo eou quelle del se- 
condo , nel terzo con quelle del terzo ; e perciò si avranno tutti 
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i termini , perchè si sono prese tilde le combinazioni . Ola si os- 
servi che, iu Q r _ l ^ r : essendo r—i le Jelieio, alle quali ai 
"^giunge , e che producono tulle termini simili , saranno 

r—i i termini simili prodotti da f , f „ ; e0 ,i puie e -_ l 

saranno i termini simili prodotti da Q r ' ^ ^ , e finalmente: 
r"—i i termini simili prodotti da Q f ^ ^_ . Onde 
— (r— 0*,_, f r i_ "'à il coefficiente della prima porzione di 
termini,— {r 1 — ^ il coefficiente dello seconda por- 
zione, e —{f—i)z r r , r ,,_ ( que ]lo della terea porzione. Ma 
tutti i termini devono avere il medesimo coefficiente x , „■ 
dunque»™ 

Rimane adesso a d integrare quest'equazioni, le quali sono a 
differenze finiie e parziali. 1 
Consideriamo l'equazione 
. V',^ec.=-l'-'K_ Jir .,, V , „. 
e siccome in questa le quantità r* . /" , r"', ec non soffrono al 
cuna ntiauoiie le potremo riguardare come eostanti . In tal ra " 
so 1 integrale della proposta, com'è noto, saia z 
=±l.».A..{r— i)c, ove si deve prendere il srei 
ri, ed il srgr.0 - se r è pari. Ma poieU- |, 
tono state riguardale come costanti, la rostanre c luira ■,. 
funzione di esse, e perciò l'integrale completo della propwl. 
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Per determinare la funzione arbitraria Fai sostituisca il vaio» 
trovato di z f ^ ^ ^„ ^ nella equazione 

*r, r>, r",r"',ec. =- *'' - 'K,< J -i,r", r"', ec. 
giacché anch'essa deve aver luogo , e si otterrà 

F.(t>, r", i", «.)=-(/— l)fl>'—l , r",r"', ec.) 
la qual' equazione integrata nel medesimo modo ci darà 

F(r',r", r". ec,)=± 1 .a.3...(r'-i)fV". ec.) 
ore il segno sì prenderà nel caso di r" dispari , ed il segno — 
nel caso di r' pari. Se si continuerà la sostituzione nella equa- 

"r , r\ r», t"\ ec. =-V'- l )* r , j>, S'—i.r», ec. 
e nelle seguenti , diminuirà senipie dì una uniti il numero del- 
le variabili contenute nella funzione arbitraria; onde fmalmen- 
i" essa si ridurrà eguale ad una costante. Sarà pertanto 



m r.W>?**> - , *""-.....J.-(r-.).l.,.3..(,'-,l.l....('"-)-« 

.,=[-.)'-'.. ji-M 
. rr= (_.)™'— .,...a...c-).i...s-.c-i) 

,-,, r , i/ .=(- 1 )™-'-*"- S .....l...(r-.)...»..(-'-.)......^-.). 

Sostituiti i labri di questi coefficienti la furinola (A) ci darà il 
valore della quantità p( a ' •">•"• °n)' Q»«'» forino- 
la è quella islrssa, che senza dimostraiione à stata proposta 
dall'insigne Analista Edoardo Warìng nelle sue opere, non del- 
le quali ha per titolo Miscellanea Analylica, e l'altra Medila- 



OPUSC OLO II. 1S1 
tìonts Algébraicae, e serve a determinare per i coefficienti di 
una equazione data qualunque funzione razionale invariabili! 
delle sue radici , poiché una tal funzione è «empie composta di 

termini della forma f**' ■ B » ' * • ° n) . 

19. 



» il modo elegantissimo, con eui il sommo Geometra La- 
place ha dimostrato, ohe l'equazioni tutte composte di termini 
reali sono risolubili in fattori reali di primo o di secondo gra- 
do. Sta dunque proposta una equazione qualunque del grado 

di'lei fsttore di secondo grado,' il quale' contenga due defie tue 
radici. Sarà u una funzione della forma sVl", ed Tuna fun- 
zione della forma x'x", e per i principi precedenti tanto u che 
V dipenderanno da una equazione del grado la l"~') _ jfl a noi 
cercheremo invece il valore della quantità u+aV, ove sin 
numero dato, e la trasformata A=o , di cui questa quantità è 
radice, sarà anch'essa del grado us Sl^Zii . 



ri . Dando infiniti valori ad a avremo infi nite trasformate, cia- 
scuna delle quali avrà una radice reale; e siccome * determina- 



Ìl numero delle combinazioni , che possono farsi con due ra 
;i della proposta, molte di queste radici reali delle trasforma- 
iettore della proposi! 



A' due di queste radici delle diverse trasformato . 
ssioni di due medesime radici della proposta , ed a', a" i corri- 
spondenti valori di a; avremo u-t-aV~A , u-t-a"F=A', e quin- 
di i valori di u ed V saranno reali , e tale mi pure il fattore 
x*—ux-t-V=x> . 

Abbia in secondo luogo la trasformata X=:o perqualunque 
valore di a un fattore reale di secondo grado, di cui le rarliri 
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finiti valori mi « otterremo infinite -qu«*ioni , chllMIM ditta 
qn .Ii avrà una «die, della forma ^i*/--i.Tra '«J" V.f 
radici scegliamone due -J-f-Bl/-! <-d ^'--S [/-., f"e i<i rife- 
riscano al medesimo fattore dulia proposta, e siano a . a 1 va- 
lori di a, che corrispondono ad esse. Avremo h-hj V=A*-W'\ 
v+«"V=A'+BV-i . dalle quali equazioni si deduce eh.! i, ed 
(^saranno ciascuna della forma C*D[/-I , ed il fattore della 
proposta riescila 

La risoluzione di questa equazione ci darà il fattore di primo 

efad ° C-j-Dj^-I |/(GWf|/— 

otcG=C'-D'-4E, H=aCZJ~4F. Facciamo 
y>r\/(G—H\/-i)=iP 
\/ (G +H\/->)-l/{C-Hi/-i)=*Q 
e. prendendo i naaitrati otterremo 

rial che apparisce che P- è una quantità positiva , e Q* «ni 
quantità negativa, e perciò P una quantità reale , e y una 
quantità immaginaria della forma B/-i ■ Sa™ dunque 
[/(G+f/ 1 /-l)=/ , -i-Q=J'-<-Hl/-l. e P erciu la pWPOSt» avrà 
il fattore 

Questo porta seco necessariamente l'altro fattore 

c dal loro prodotto nasce il fattore reale di aecondo grido 

Nell'istessa maniera l'altro fattore 

C^P|/-i , \/{G+H\/-*) -„ 

ci condurrà al fattore reale di secondo grado 
/ C-JV |P-B1' 
V" "J 4 ~ ' 



Se fosse D-t-fl=o, il primo fattore (f-—^—) 
li ridurrebbe al solo fattor semplici 



Ch-P 



C—P_ 



« fosse D—Rzic. In eia- 
«rimo di questi tasi la proposta airi due fattori reali, uno del 
primo e l'altro del secondo grado. E se nel medesimo tnmpo 
ione D-t-R=0 e D— /i=o, cioè ÌÌ=o, e /fc=o, la proposta 

avrebbe i due fattori reali di primo grado a— ^±£ =0 , 

quali per mezzo della moltiplicai! ione ci dareb- 
s reale di secondo grado. È dunque dimostrato 

I- J-l 3- J_ 



che la proposi* 
quando la tras 
secondo grado. 

Ponghiamo in luogo della proposta la trasformata X=o, e 
deducendo da questa la corrispondente trasformata X'zzd , che 
«ara del grado n'= "l"~~'K con od simile ragionamento ledremo 
che la trasformata X=o ed iu conseguenza la proposta avrà un 
fattore reale di serondo grado, se la trasformata A'=;o ne arri 
uno del primo o del secondo grado. E cosi dalla equazione 
X'=o passando alla di lei trasformata X"=x> del grado 
n .._-J±^ì f e da quesU al)ll Mg04nw X "'=o del grado 

n'"= " -— , e cosi in seguito; se mai giungeremo ad ottene- 
re una trasformata, la quale abbia un fattor reale del primo o 
del secondo grado, ne concluderemo che tutte le trasformate 
precedenti ed infine la proposta medesima avrà un fattore reale 
del secondo grado. 

Qualunque eia il grado m della equazione data, tenendo 
eonto della inanima potenza di 3 in esso contenuta potremo 
rappresentarlo per mezzo di ±^.q , ove p t ua numero intero 
qualunque, e ; un numero dispali. Il grado a della prima tra- 

Tom. JU. so 
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sformata Sai* 3 =J''~ l ,r/' , se facciamo 

j'=y(»''.g— ')■ ove « osservi che q' , essendo eguale al prodotto 
di duo numeri dispari, t anch'esso dispari. In egual modo i 
gradi n\ n" , n'" , ec. delle seguenti trasformate saranno respet- 

y''', ec. numeri dispari. Ma siccome l'esponente del a va sem- 
pre diminuendo dell'unità, giungeremo finalmente ad una tra- 
sformata di grado dispari , la quale avendo necessariamente una 
radire reale porterà un fattore reale di secondo grado in tutte le 
precedenti trasformate, ed in fine nella medesima equazione 
<L,la. l'elianto qiijluiKji;'- t'ijiiaziiini; ha uri fjttore nvdit l'i !,•■- 
condii grado, e tol'o questo mediante la divisione l'equazione , 



3c. 

Il metodo di La S ra« è e da noi esposto nel Cflp. XIV. della 
Parte I. per la ricerea delle radici dell'equazioni numeriche per 
approssimazione riehWe il calcolo dì quella trasformala, che 
ha per radici tutte le differenze tra le radici della proposta . Tra- 
vata questa trasformata se ne deduce facilmente il valore A di 
una quantità minore della più pircola differenza tra le radici 
della proposta , e vìen determinala la serie o, A , lA, 3A , ec. , 

nel primo membro della proposta ci faranno sicuramente r-ouo-» 
scere tutte le radici reali della medesima. Ma quan.to è necessa- 
ria la cognizione della quantità A, altrettanto è imbarazzanti il 
doverla ripetere da una trasformata, il calcolo della i[uale e 
estremamente laborioso, e quasi impraticabile, ao la proposta è 
n grado alquanto elevato . Perciò l' immortale Lagrange ha 
"' iimsginare altri mezzi meno difficili pel ritrova- 
memo oena quantità A, cioè di un limite minore della più pic- 
cola tra le differenze dello radici della proposta. Abbiamo cre- 
duto opportuno di esporre gl'ingegnosi artilìzj ritrovati da lui 
per compimento di quanto abbiamo detto nel citalo Capìtolo 
sulla risoluaione dell'equazioni numeriche. 



Lt.i I : Ci 



OPUSCOLO IT. i55 
.Sia dunque proposta l'equazione 
X=x m —A x m ~'^Bx m ~ :> -C x ' n ~ 3 ^.=o , 
e aupponghiamo che x' rappresenti un'altra radice di quatta di- 
versa da x-, avremo ancora 

j' m —Ax' m ~'+Bx ,m ~ !1 -Cx ,m ~ i -*<c.=r> . 
Indichiamo por u la differenza tra le raditi i fd i 1 , in modo 
che aia x'~x-t-u, e sostituendo in luogo di x' quello Talare 
nell'ultima equazione otterremo 

P+Qu-fRu'+Su' . . . +u m =zt> . 



Q= a3r '—< , )Jx m ~V( Bi - 3 ) J Bx'"- 3 -,o- g 




Ma poiché P=o , avremo dividendo per u 

Q-^Rii-^w .... =o . 

Se in questa equazione ai pone in luogo di r una radice 
della proposta, essa avrà per radici le differente tra questa radi- 

sMiituiscon» iuc<-.«ìvameme'tutte le radici della 8 proposta, ai 
otterranno m equazioni in u, le quali avranno per radici tulle 
le pos,ibili differente tra le radici della proposta. Pertanto si 
avrà il valore conveniente di & , se si farà eguale ad una quan- 
tità più piccola della minima tra le rodici di queste m equazio- 
ni i n u . 

Si. 

Ponghianio u=— , e l'equazione in u si eangerù in 
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la quale moltiplicata per i e divisa per Q diventerà 
.hi— i R.m—i 5.171—3 2_ — 




pativa di una equazione presa positivamente ed accresciuto 
dell' unità è maggiore della mesti ma radice negativa. Dunque 
hi ciò-ri'» ili I limi'!- ,' »i riilurc a truvanr il più gr.m vaiai.' ai- 
gali i/o, che risulterebbe dalla sostituzione io luogo di x delle m 
radici delta proposta nei coefficienti ^ , ^ , ec. , o una quanti- 
tà maggiore di questo valore . 

32. 

Se i coefficienti ~ , ^, ec. fonerò funzioni intere di x, ai 
potrebbe risolvere il problema con sostituire in questi coeffi- 
cienti in luogo di x nei termini positivi un limilo minore della 
più piccola radice positiva dilla proposta, e nei termini negati- 
ri un limite più grande della massima radice positiva. Infatti 
è evidente, che i resultati negativi, nei quali per qu-sie sosti- 
tuzioni SÌ cangerà ciasiun coefficiente, saranno maggiori di 
quelli che nascerebbero dalla «istituzione nel medesimo coeffi- 
ciente delle radici positive della proposto. E riguardo alle ta- 
dici negative, si porrà nei medesimi coefficienti — x in luogo di 
x, e pòi si sostituita nei termini positivi un limite minore del- 
la pili piccola radice negativo presa positivamente, 'e nei termi- 
ni negativi un limite maggiore della massima radice negativa re- 
sa anch'essa positiva . Il massimo riunitelo negatilo, che nasce 
da queste sostituzioni , preso positivamente ed accresciuto dell' 
unita sarà certamente maggiore del più grande valore positi- 
vo di i. 
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Relativamente ai valori negativi di i ti porrà — i in lungi 
di i rifila equazione in j , o aia ai cangeranno i segni del secon- 
di! termine, del quartu , ec. ; e ripetute te medesime operazioni 
il massimo coefficiente negativo, che si otterrà, preso positiva- 
mente ed accresciuto dell'unità sarà maggiore del più gran va- 
lore negativo di i preso positivamente. Ma è da osservarsi , che 
a rappresentando la differenza ira due qualunque radici dell* 
proposta è egualmente positiva che negativa, e tale pure sarà i, 
perchè i=— , cioè i valori negativi di i saranno prescindendo dal 



srono eguali ai positivi ! onde il limite /, che è maggiora del 




la ricerca del limito / che t si riguardi o come positiva o co- 
me negativa ; ma tornerà bene di ripetere le operazioni Dell' una 
e nell'altra ipotesi, affine di scegliere il più piccolo tra ì due 
valori ui l, che ne risulteranno. 



Ma siccome i coefficienti -q , ^ , eo. tono funzioni fratte 
dì x, il metodo precedente non pud ndoprarsi , se prima non ti 
trova, il modo di togliere la x dal d» no minatore Q. Uno dei 
mezzi , che il primo ai è presentato a Lagrange, è quello di por- 
vi invece di Q un numero più piccolo del minimo di quei valo- 
ri , che essa acquisterebbe per la sostituzione delle radici della 
proposta in luogo di j; poiché è evidente che i coefficienti 
Pj- ■ 77 ■ cc - "csciranno cosi più grandi di tutti quelli, che na- 



scerebbero, se in luogo di Q vi si ponessero i valori esatti. Per 
trovare il numero adattato a porsi in lungo di Q facciamo Q=y, 
ed eliminando x dalle due equazioni X=o e Q r -y=o otterremo 
una equazione in y del grado m. , la quale avrà per radici 
tutti i valori , che Q riceve per la sostituzione in essa delle ra- 
dici della proposta. SÌp h il limite minore della più piccola ri- 



33. 




in y, ed h' il limite minore della 
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più piccola radice negali™ preu p os iii va mento; e iaram.o h o 
-A' i numeri che dovremo aucce.,ivameute porre in l.oeo ([ , 
<?, eoe dovremo praticare le operazioni indicate nei n.- pre- 
cedente mlle quantità 5 , 1 , cc . , _ * _ ec . 

34- 

fi^I,^' C r° me '' "' no, ° deìia «quMione in y preienta molte dif- 
ficoltà . Lagwgt ,hi immaginato un' altro metodo, il quale ol- 
tre ad essere p,ù facile .ommioi.tra un valore più piccolo per i 
cu m conseguenaa più g r , n{ÌB ^ A Q ar , to conaiste nt | roo)[ ^ 
plicare ambedue i termini delle fratoni J , | , ec. per un fat- 
tana popolo CCÌ " P " rire ' a ' 1-1 donatore. Pren- 

M grado . ove i coefficienti a .i, c , M . sono indetermina, 
t-, e mollandolo per Q avremo un polinomio del grado 
dT^ucc L '- eqUM ' 0ne A '=° ci >l di i", e moltlplican- 



valore ili .- 
ad 



e le potendo 



espresse per x e per le potenze inferiori . p 0 „j 

l V 1 ! 0 " Polinomio Q/«» i0 %i a bba.,e,à ,1 grad" 

ed . termini, che conducono x si faranno inerir? ™ 
porre eguali a i ocfficiBnti di essi. AvremoT.l eoua! 

* numero; ed il prodotto QY A ridurr* ad una quantità cogni- 
to, chiamando In quale K avremo Q=— . 

« difenMrt tUlam0 ql, "'° "'"^ ^ """" 'I" 1111 ' 0 " in < **- 



j-, ec. non contengono più x nel 
■i del metodo esposto nel a.' 3 X . 
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per trovare un limite i più grande dal massimo valore di i . I 
polinomi RY, SY, ec. potranno ridursi al grado m— i con la 
sostituzione in essi dei valori di x e dello potenze superiori, 
come abbiamo fatto relativamente al polinomio QY. Questa 
riduzione non é assolutamente neceuaria, e possono lasciarsi le 
quuntttà RY, SY, ec. quali sono, ma giova eseguirla per ren- 
dere più semplice il calcolo, e pei ottenere un limite / più 
prossimo al massimo valore dì ì . 

SS. 

Se mai si trovasse JT=o, ciò indicherebbe che la proposta 
X=o ha più radici eguali . Infarti siccome il polinomio QY, in 
cui i coifficienli a, b, c, ec. sono determinati come sopra, di- 
viene =ff, quando vi li sostituisce il valore di x" ricavato 
dalla equazione X=o, cioè quando vi si pone attualmente 
X=o .questo polinomio avrà necessariamente la forma ZX+K, 
essendo Z un polinomio de] grado ni — a. Quindi se A=o, esso 

della proposta. Ma il polinomio l'essendo del grado ni — i non 
pub ai più avere che m — i di questi fattori ; dunque la quanti- 
tà Q=^- avrà per lo meno uno dì tali fattori, e quando ciò 
snecede, è noto che l'equazione A=o ha più radici eguali. . 

Vi ce verso se la preposta ha più redimì eguali, sarà sempre 
K=o . Poiché essendo in generale il polinomio QY della forma 
Z.Y-t-ff , diventerà =K , qualunque radice della proposta vi si 
ponga in luogo di x. Ma se a è una radice multipla della pro- 
posta , essa sostituita io luogo di x rende nulla la quantità Q e 
per conseguenza anche QY; dunque K=o . Quindi se la propo- 
sta avrà radici eguali , ne saremo avvertili dalla equazione 
li—o, e togliendo con le (otite regola dalla proposta i fattori 
eguali applicheremo i metodi precedenti alla equazione di un 
grado inferiore , che ne risulterà , sicuri di non trovare per rap- 
porto a questa jt=o. 

36. 

Abbiamo supposto, che per eliminare la x da Q sia neces- 
sario moltiplicali», per un polinomio Y del grado m— i; ciò- c 
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veto in generale, m» ai r! anno alca ni casi, nei quali basta assu- 
mere per Y un polinomio dì un grado inferiore ad m— r . Sia 
■ìnta per esempio l'equazione 

**-t-3**-+-3v— 1=0; 
avremo Q=3**-t-6*-t-S . Prendiamo p-r Y il binomio r-4.3, e 
moltiplicando per questa la quantità Q otterremo 
Qr=ìx<- t -i6- t -3 a )x'+l3+.ba)t4.Ìa, 
e ponendovi in luogo di i" il suo valore — Ir'— ìx-t-i 

QX=(3a-3|^"-i-(6a-fi)r+3a-H3 . 
Ora se da questo prodotto facciamo sparire il coefficiente di x> 
ponendo a=j , svanirò egualmente il coefficiente di *, e K ta- 

~In questi casi, nei quali si ottiene l'intento con prendere 
per Y un polinomio di un grado minore di m-I , saremmo mol- 
to imbarazzati, se giusta il metodo generale lo assumessimo del 
grado m — i. Neil' esempio precedente facciamo Y=x*-t-ax-i-b , 

Ma la proposta ci di 1'=— 3r»— 3.r-i-[ , x'=—5x'—Sx'-*-x 
~6x a -i-roj — 3; dunque sostituiti questi valori sari 

Qr=(3-3a-i-3*)i»-t-(ia-6 0 - l -6i)i+3fl+3&-3 . 
Perchè sparisca la x da questo prodotto , conviene determinare 
iti dalle due equazioni 

ma queste non possono insieme sussistere , almeno finché si ri- 
guardano a e i come quantità finite. 

Fucaiamo o=:— , b=— , e quell'equazioni diventeranno 



le quali ci danno e=o, e Ì'=a'. Sostituiti questi valori la quan- 
tità K sì troverà =: >3, che a motivo dì c=o rieseirà infini- 
ta, e perciò inutile al nostro intento. Ma la più leggiera rifles- 
siono basterà per togliere questo inconveniente, e per farci rico- 
noscere che otterremo on valore soddisfa niente di K adoprando 
un moltiplicator del primo grado . Infatti siccome abbiamo tro- 
vato QY= ~ 3, sarà cQY=6a'~ 3c=6V, perchè c=o, e que- 



Digitized Dy Google 



opuscolo n. 



lo questo valore per K , Je invece dì mot ti plica ro Q per 
I'-i-^-ìm-— l'avessimo moltiplicata per c{x % -*-^x-J~^ , cioè 
per a'x-t-b' . Nella istessa maniera, ogniqualvolta si troverà K 
infinita, potrà lenza un nuovo calcolu determinarli il fattore ili 
un grado inferiore ad m—i, il quale darà un valore soddisfa- 
cìente di K . Ma tarli più semplice di prendere in ogni caso il 
moltiplicatore ideila forma o/"' •+4c n— 1 m-ct™ - 3 -»-ec. in 
lungo dall'altro assunto di sopra, che aveva l'unità per coeffi- 
ciente del primo termine x m ~~ 1 , poiché, quando questo fattore 
dovrà essere dì un grado inferiore, troveremo alcuni dei primi 
termini a, b, c, te. eguali a zero. Rimane uno di questi cocffi> 
cienti indeterminato, e potremo dare ad esso quel valore che ci 
piacerà, e quello che rende il calcolo più semplice. 



Per dare un esempio del metodo esposto ptoponghiamoci 
i'pquasione 

la qiiale ci dà Q=3at>— 7, R=3x, 5=i . Incominciamo dal mol- 
tiplicare la quantità Q pel trinomio Y-^mx' -t-òx-t-c , e tiove- 

Y=ìa x ' -4-3&T 1 -1- ( 3 c — 7 a)x ' —~bx — 7C . 
Ma la proposta ci dà i'^i — 7 , ed x , =^x , ~ fi; dunque sosti- 
tuendo questi valori di 1* ed 1* avremo 

Q i4a+ìc)x * -t-( J 46— a iajj:— 1 ] i—re. 
Adesso funghiamo 



:-ìt 
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ino ityi=»7**-f-4a«— 126, in moJo che i coefficienti deU'eqtut- 

*ix'—4>x~ rat) 6r'->-a.r— aB 

7 ' ? 

Conviene adesso cercare i limiti più grandi e più piccoli 
dei valori di x tanto positivi die negativi . Primieramente per 
trovare il limite più grande 'Iella massima radice positiva delia 
proposta bisogna cercare quel numero, che preso per x rendo 
positive le quantità 

j 1 — 3j; 3 — 7, or, 
e siccome sì vede che 1=1 ò il piit piccolo numero intero , che 
soddisfaccia a queste condizioni , questo numero a è uu limite 
maggiore delle radici pnsitivc. Ma affine di ottenere per / un va- 
lore più piccolo, tururrà con tu 'li i-i-rca.ro un numero fratto più 
piccolo di a, ed insieme maggiore delle radici positive. Si pren- 

i' — icoor-t-jaogÈ, 3C — ioo8 , 6/, 
e come abbiamo veduto riesciranno positive, te prendiamo 
(=a4' ma conviene osservare se lo stesso oltener ai può con por- 
re r= ad un numero il più che sia possibile minora di 34, Si 
troia che soddisfa il valore ili 1=1 1 ; dunque ^ z ^ i un limi- 
te maggiore delle radici positive della propoat* . 

Riguardo al limite minore delle medttiaie radici positive 
ai piirti — in luogo di 1 nella qoaotità 1*— 71-1-7 , e moltipli- 
cata pn i< diventerà 1* — i«-t— , e si cercherà quel Damerò 
che preso per 1 rende positive le quintili 



Si vede subito che t soddisfi a queste rondi2ionii ma operan- 
do come sopra troveiemo che vi si pub ancora soddisfare con 
nn.namero minore cioè ^- i dunque^- sarà il limite minore 
delle radici positive. 

Nella equazione proposta a;'— 71+7=0 cangiamo i segni 
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dpi termini in posto pari , e In risultante equazione #'-71-7=3) 
■rrè le sue radici positiva eguali alle negative della proposta 
prese positivamente. Ripetiamo in questa le medesime opera- 
lino! , e troveremo il limite maggioro delle sue radici positive 
essere 3-L , ed il limite minore 3, il quale è cosi prossimo 
alle radici, che non potrebbe accrescersi facendo z= — . Per- 
tanto le radici positivo della proposta cadono tra i numeri ~ e 
^ , e te negative tra i numeri — 3 e — ^ . 

Ripigliamo le quantità 

a?f »-t-aar— ia6 lir'-i-qr— a8 



i negativi avremo i iluo resultati — ~ 

luogo di x quelle quantità diventano 
— 4ai— ufi 6t'— qt— a 8 



3 

e sostituendovi 3 in luogo di x nei termini positivi, e nei 
termini negativi ci danno — e — Di tntti i resultati ot- 
tenuti il massimo negativo è — — ; dunque acremo 

/_ ^S~'~ '" I dell 'fl ' f 1 3 
gativa, cìoi cangeremo I segni della quantità S - ■*-4* T ~-' ì _ 
c ripeteremo su di essa cosi cangiata le precedenti operOBioni , 
Otterremo per l un valore più grande; onde converrà attenersi 
a quello trovato di sopra. Avremo adunque A=:~=^-, e que- 
sto valore sari più piccolo della minima differenza tra lo radici 
della equazione proposta. 
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DELL' EQUAZIONI A DIFFERENZE PARZIALI 
FINITE ED INFINITESIME. 



Nel Capitolo Vili, dal Calcolo Integrale ho trattato dell'eqna- 
aiooi , ohe contengono i differenziali parziali, e nel Capitolo X. 
di quelle, che comprendono le differenze parziali finite. In 
quest'Opuscolo prendo a coniideraie ^un'altra clasie di equazio- 

l' equazioni lineari tra la funzione i e le me differenze finite 
prete relativamente ad alcune delle variabili x, y. 1, te, ed i 
differenziali della medesima funzione presi per rapporto al rima- 
nente delle variabili x.y.t, ee. 11 gran Geometra Laplace 
aembrami essere il solo, ohe abbia dato l'integrale di alcuna eli 
que.t' equazioni, applicando ad e>ie il .uo ingegnoiiisi.no me- 
todo delle funzioni generatrici nel volume dell'Accademia delie 
Scienze di Parigi dell'anno 1779. L'integrazione di quest'equa- 

usi molto apprezzabili, e da essa dipende la soluzione diretta di 
molti problemi relativi alle serie. La nuovila e l'importanza di 
tale argomento mi hanno determinato a prese ieg He rio pei for- 
mare una parte di questo volume, e ad esporre con qualch'es- 
tensione le ricerche, che ho fatte, pei illuitrare e promuovere 
questo ramo d'analisi. 



Se rappreienta una funzione di x ed y, la forma gene- 
rale dell'equazioni lineari a differenze parziali finite ed infini- 
tesime del prim' ordine tratte variabili x, y , e eia seguente: 
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dz 

— |*V*"*d7 "** p ' . 

ora P=o, ed A e B costanti, e per trovare un integrale par- 
ticolare della proposta Faremo x sa'A, ore a e fi tono quan- 
tità costanti, eli » è il numero, che ha per logaritmo iperboli- 
co I' unità. Sosii mendu questo Talora nella proposta e di video, 
do per a x otterremo a=,4-t-B|? ; la quaV equazione esprime 
il rapporto, eho devono aver tra loro le costanti o e [I , perché 
x x =a x e^ y soddisfaccia alta proposta. Sarà dunque 
z x ={A*B^fe ?y , ciò* svolta in «.rie la quantità (A-t-Bftf 

il qua! valore si può mettere «otto la forma 

X dy a rfjr« rf yc 

e questo sarà un'integrale particolare della propoita. 

Per dedurne l'integrale completo si osservi ohe , posto nel- 
la proposta ìl precedente valore di z , essa diventerà identica . 
Ma o cresca x dell' unità, o si differenzi z per rapporto od y , 
è chiaro che in questa sostitoziono ai manterrà inalterata la 
quantità efr , e solo si cangeranno i coefficienti e gli esponen- 
ti della caratteristica d. E siccome ji può esser qualunque, se 
dopo questa sostituzione si parranno tutti i termini dell'equa- 
zione da una parte e dall'altra zero, svaniranno i coefficienti di 

ciascuna delle quantità , ~p , ~ - , ec. Quindi ta nel 
vaiare di s si ponesse in luogo di c ! '* una funzione qualun- 
que F.y di y, svanirebbero egualmente i coefficienti dì F.y , 
iP.y d'F.r , ,, „. . ,. ffy d-P 

~dy ' ~y* ' " C ' ' sarebbero quelli stessi di <fJ j _____ . 
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, ec. , e l'equaiione riescirebbe ìdenlica . Par tanto al- 
la proposta soddisfarà il valore 

, ^F.y^A^B^^^B^.^lf^. 
che a motivo della funzione arbitraria F.y ne sarà l'integrale 

Abbiamo «pressa a per 'i: se invece prenderemo il valo- 
re di § in a, otterremo lo Messo integrale tatto una forma mol- 
to più semplice. Sarà infatti {l= ~ - , e quindi 



a— A 



t ! =a x e^=a !t e B , il qual valore si può aticlie eapiimer 
"Y 

così , z -zJfs . — - — ; e col medesimo raziocinio ai 

*-* 

proverà, cbe in luogo di e* si può mettere una funzione qua- " 
lunyue di y. Adunque il cercato integrale sarà 

1 df 
Vedremo chiaramente, che questa seconda forma d'integrale ò 

equivalente alla prima, se •pottemo f.y^e^.F.y , poiché sarà 
dy* dy x dy x -' ** £y* 

j.y 

a sia eseguite le differenziazioni di e 
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A 

ffy-i&IA* F A" -1 dF.y^*(*-t) Af-* d'F.y , rf*F.y \ 

dy" B*-' d y a B*~ a dy ' dy*'' 

e sostituito questo valore la seconda espre«sione di x x si con- 
vertirà nella prima. 

Pasciamo adesso alla equazione 

dz di 

X*-l X dy iy 

la quale contenendo di più il termine C — ■ °Ve la ; varia 
t per rapporto ad * e per rapporto ad;,i del lecond'ordine . 
Ponendo x s =a x e^ x avremo l'equazione a=A->-B^+-Ca§ , dil- 
la quale li ricava <t=: ~g3 • Se esprimeMimo come sopra il 

valore di a" per le potenze di (J, a motivo del denominatore 
i— C$ avremmo una serie infinita; onde per ottenere l'integra- 
le in termini finiti conviene in questo caso ricorrere ad altri ar- 
tifizi. Facciamo Cp—t=Cf , e <arà f=7-t-~ , ed 

•^Sp ==*('*")■ p ""°'° 



(-C)' 

I.i qua! forinola ai può 
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y 

<-Cf » 
Quindi per le ragioni addotte di sopra ponendo una funzione ar- 
bitrarie di y in luogo di avremo « 

Sembra a prima vista che quello integrale non sia compiuto, 
perchè contiene la sola funzione arbitraria F.y , laddove la prò- 
posta ensendo piti seco nd' ordine richiede due funzioni arbitra- 
rie. Ma è da otiervoni che le integraiioni espresse dal segno 
j^dy" , quando saranno completate, introdurranno una nuova 



a ' a ..(*-,) 
per renderlo completo; onde se » è variabile ed =r, C ( "> di- 
venterà una funzione arbitraria di x . Pertanto il segno ìntcg.a- 
le fdy'F.y introdurrà la quantità 



similmente il segno / l dy'~'F.y porterà la quantità 
f(x-i)^.(,r_a)+^|.(»_3) . . ,+ y"~ 



erosi in seguito. Quindi l'integrale completo' della proposta 



-~{ K *f C ' 1 y'F-y+'K*- 1 B/ x -'dy j: ->F.y...+B z F.y) 
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/ t*~' j ^-s^.u, 

La prima linea del valute di a^ ai pni rendere più concisa ; se 
si pone sotto la lercia 

r 

Facci Bino 

Q=K'F.y^li*-<lg~'±=àK ! ~*B*Ì£...-B'!^ 



dy dy dy' a dy> 

Quindi apparisce, che tatù 

JQ 

la qii»l' equazione ci dà (i) 

Pei conaeguenz* in luogo dalla prima linea del valore trovato 
di s x si potrà soatitnìre la quantità 



.*(-§)w(.-^)- 
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o sia più semplicemente 

A quello integrale giungeremo subito, se osserviamoche l'equa- 
zione a=A->-B(l.4.Co.(l nel caso ili A=o diventa della forma 
(a— A){x— Cf)=0 onde si deduce o o=^ e ? qualunque, o 
«d » qualunque; e quindi le quantità i 1 ^ , ed 

y 

e -a 37 poste in luogo di soddisfanno alla proposta. Ma inve- 
ce di e$ possiamo porre una funjiono qualunque di y , e 
cosi pnre una Funzione qualunque di x in luogo dì o r ;poi- 

y 

chi il valore a .tt x sostituito nella proposta in luogo di 
la renderà identica, e perciò posti tutti i termini da una 
parte e dall'altra zero , si annulleranno dopo questa sosti- 
tuzione i coeffifienti di a e di a 1 "*" 1 a motivo di a qualun- 

e C .V.x in luogo di s^, saranno i coefficienti di f.x e *.{.t^-i) 
quei medesimi che prima erano di a." ed a 1 * 1 , cioè eguali a 
xero^ Pertanto soddisfaranno alla proposta i due valori À*f.y , 

ed * .*.*dÌB e siccome ras* è lineare, soddisfarà ancora 
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L 

'^A'f-y+^-V.x, a ne tari l'integrale completo , perchè 
comprende le due funzioni arbitrarie f.y e . 

3. 

L'equazioni degli ordini superiori ti potranno fàcilmente 
integrare, te, dopo di avervi sostituito in luogo di > , 

l'equazione che ne nasce tr«a (| ) sarà risolubile in fattori del- 
la forma a-p-q§ = o, o pure a -p~^~r^= 0 . Ciascuno dì 
questi fattori ci darà un valore particolare di z^, e la somma di 

co t "'d' Ì " te6ra ' ,e COm P'' to P ro P 0 " n - A render ciò evidente 

dz di d'i 
a-t-a x-t-i x dy dy dy* 

a'fAa^-B-*-C§-<-Di§t-E9'=o. 
Se il primo membro di questa equazione è risolubile ne'due 
fattori a— p— q § , e— p'— <f i) , è chiaro che od essa si potrà dare 
la forma seguente 

a'-pU-VZlì-rtH-p-jft-yW-rt-qP')^. 

Quindi la proposta sarà della forma 

' dz ■ dz 

, ~i-r y — -p'x-i-dj) 

ed è evidente che od essa soddisfarà l'equazione 
cioè integrando (i) 

Nella «tessa maniera li proverà, che alla proposta soddisfa IV 



Digiiized gy Google 



opuscolo m. 

dalla quale umilmente lì deduce 

mr-fi fr* 



, l'integrale completo della 

«_=T« * • — -f+q < * ■ T • 

ày ày 
ove F.y, e F.y loro due diverse funzioni arbitrarie di y . È fa- 
cile il vedere, che il medesimo discono si applica a qualunque 
altra equazione di una limile forma . 



equazione in a e fi non è risolubile in fattoti raziona- 
uetodi conosciuti potremo esprimere la quantità a x in 
ascendente ordinato per le potenze di (i di questa forma 

esimo raziocinio usato di sopra ne dedurremo il vaio- 



Ma siccome abbiamo tante serie per esprimere a , quanto è il 
grado dell'equazione in a e p, o sia quanto è l'ordine della e- 
quazione proposta tra e le sue dirferenze, otterremo altrettan- ■ 
ti valori particolari di e , e la somma di tutti ci darà l'integra- 
le completo della proposta. 

Se per le condizioni del problema le funzioni arbitrarie 
F.y , ec. fossero funzioni intere , le serie in tal caso si termine- 
rebbero, ed avremmo l'inteprale espresso in un numero finito 
di termini. Eccettuato questo caso l'integrale ottenuto in tal 
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modo sari comporto d'infiniti termini, o per averlo lotto una 
forma finita converrà ricorrere ad an altro metodo , che adeiio 

■ Sia dunque propoita l'equazione generala del leconcf or- 
dì dz dn x 

ove i coefficienti A, B, ec. «ano collanti. Se ponghiaino 
a , o t =F.y, facendo 1=0 avremo 

Similmente ponendo x=i otterremo 

v soitituendovi il valore di z avremo quello di della forma 

s rauco io 

_ ,dF „d'F ,„ ,,dP u ,d^F d'F 
7}+* d}-** dJT ■ _ 

Continuando ad operare nella medeiima maniera troveremo il 
lalore di ; coti eipretio; 

dy 

^^■y^.^^^djr-^^- — 

«he tari l'integrale completo della propoita. 

Rimane a trovarli il valore dei coefficienti a Q a ,* 0 

al qnale oggetto ponghiamo r si'i^ 1 , ed avremo 
F.yzzz i =&e^y , F.y=s Q =^ y , e loitituiti quelli valori IV 
quaaione precedente ti cangerà in 
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"^o x "^J x - ? r " " ■ ^ 

eira a * v " ^j^^tpl&P-t-Ep' . 
Quindi apparisce, che l'equazioni; („) si otterrà, io nella quan- 
tità a" ti porrà finché li può il valore di a* ricavalo dalla equa- 
zione (A), e nella quantità, che ne risulta, ai sostituirà finche è 
possibile il medesimo valore dia 1 ,* cosi in seguito . Ciò post» 
nella equnzione (a) mettiamo x-t-l in luogo ili x, ed avremo 

W ~ , ~o,^~,,xW^»,W^'"^x,~.-'^ 



x-<-i,x+l' r 



Ma il valore di a si può olten 
Io di * x >i moltiplica per a, e fat 



Se nel secondo membro di questa equazione sì sostituisce il va- 
lore di a' preso dalla equazione (i), si avrà 

■+* D a' 0 ?-**» i'^'-^s 

Ora, siccome le due equazioni (c) e (<f) devono essere identi- 
che, se paragoniamo i coefficienti di a , o(J , »0» , ec, avremo - 



e generalmente 

1*) n,a:-»-i n,x n— i,r n,a: 

per mezzo della qual'equaiione otterremo il valore di b 



bito che conosceremo quello di a 



Oigiiizod by Google 



» 7 Ó OPUSCOLO III. 

Sp paragoniamo ancora i coeffiiticnti di fi' , fi , 3> , ec. 

'""""»„,.«.=%> 

e generalmente 

i =tìo -(-Da -t-£a 

n,«-t-i n,s a — i,i a — i.,x 
Ponghiamo in quest'equazioni il valore di b ricavato dalla 
equazione (e), ed avremo 

"o x+.i =Aa o x i* Ba o 

(/) ■*„' x + a =J * a n x+-l*~ Ba B ^V, j- "^V, s^ 8 , 



plicare i metodi conosciuti . Le funzioni arbitrarie a 0 . o„ 
die porterà l' integrazione deli' equazione (/) aono tali nel t 
nostro, che ^ è sempre =o qualunque li a n, ed 
sempre =o eccettuato il solo caso di n=o, nel quale è =i ; 
funzioni a o ^, a j x son date dall' equazioni 

"o s-t-z =Aa o x-t-i~ t ' Ba o x 

"■]«..=*•. i.™**, ,'.* c - 0 ,x»,* D " 0 , » 

Del resto per trovare i coefficienti a ,i , ec. sì possono 



° iSu. del Tomo IL, 
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pei or» sopri di ciò, perchè abbiamo ottenuto 1' intento, quai 

propostoci ila quella di un altio problema, che e già (tato <i 
ecometri risultilo. 



so mettiamo l'equazione data sotto la forma 

dz (fi d'i 

x-t-i dy x dy dy* 

e facciamo 11^=9"^ z' ^ , essendo m una quantità collante. So- 
stituito questo valore la proposta diventerà 
*»' 

Ora potremo togliere il primo termine con fare i-t-Am=o, cioè 

dz' di' d'i- 

ove sarà fc"-^! . C= C —l° , Ponzio- 
A A- A- A A' ' A 6 

mo z' x z=f x dfz" !t , ed otterremo 

di" d'z" 

z" =B'z" ^c'+D'-r-. 

xt-i X dy dy* 

Per integrare questa eqaazione facciamo «"^ST»*»^, ed »vre- 
Tom. IH. a! 
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mo ?+Ty§> , «quindi a a =L(W-y£ , ?-*-H§'f , la qual 

quantità svolta secondo le potente di fJ ci darà una formula 
dulia forum seguente 

•"=■„, .—.,.***.... ■*■•■•■«■„,«■?"• 

Di qui uiando i precedenti ragionamenti dedurremo il valore 
di ;" coti espresso ; 

\. fi» .„ 

j o,* J i,* dj- a, a- Jj- ai, a- n* 
Ora essendo 2'^= j x dy X .z" x , sarà 

dp a*F d T F 

■***,i' F *****-I,** dr "*"V«-a, a-" rf/* ""**«,** jyt 

■ 4 -(a/..l I -.|°o,a:" , " a Ì..(j- 1 ) B .,a- ' 1 ' ' "'"V-l , a-V"" 1 

e se questo valore ai moltiplicherà per « =e A , si otterrà 
l'integrale completo di-! la proposta , perchè contiene le due fun- 
zioni arbitrarie F.y e fjt . 

Nel caso di Azza il valore di z si troverà di una forma 
limile a quella di s" , e siccome non compenderà che una fun- 
lione arbitraria, aarà un integrale particella re . Né si vede, come 
in tal caso possa esprimersi in termini fmiti l'integrale comple- 
to della proposta. 
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"x-t-S~""x-*-aT" dy "xt-i dy 

d'z d z d'z d'z. 

dy* x dy dy' dy' 

Se ponziamo z^m x fo , avremo tra o e fi l'equazione 

(o) » ' =Ao. ^B^'P+at+DeP-t-Eap'+F+GP-t-Hp'+III ' . 
Sostituendo nella r[UBntilà a x , finché li può, il valore di a' 
ricavato dalla rqungione (a), e nella quantità oho ne risulta po- 
nendo, finché é possibile, il medesimo valore di a* , e così in 
seguito, giungeremo a sviluppare il valore di a 2 in una forino- 
la della forma 

"^*o x" x'"P "^a J ■ B|^!, * ■ - ^x—i x 

e col ragionamene usato di sopra dimostreremo l'integrale 
completo della proposta essere 

%=a Fa — 1m . — +a 
x 0,x' ~y~ t ^ i i,x'dy a,x' dy" X — ì,x'^ T — a 

. d- i , d'F , d 1- '.^ 



» F.y, f\y, F'.y : 

V=B a , F.y=* t , F". 

Per determinare i coeffioienti o , 
.ire dì a ponghiamo x-i-i in luogo di 



d'F" d'F" 
.»• dy ■ ■ -* C x , x à/ • 
funzioni arbitrarie di r, cioè 
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" l "*o il*" irt-i'"'' ~*"*a a-f-i' 0 ^* "^3 " l " eC " 

Ma in altra forma anco™ otterremo o 1 " 1 "' , te moltiplicheremo 
per ». e poi io luogo di vi porremo il suo valore dedotto 
dalla eqnaiioae (o); o fatto ciò avremo 

» B "*"=(.-f+fl£)(o 0 „..<"-«, ;t -« 4 ?-H» aiI ' a, r ,, -*- M -) 
+(C+D(?+£ f f)( ao ^-M- l;c .^-Hi 3iit -»P'-«c.) 

■**o,«--* , -^.,x-" , ' W ».*- ,,, '' , -* i 3..-* , '' , - f * c - 
- c o,x a -«i.^ -V*-"'" «J,^' - WC - 
Se adesio in quelli due valori di a 3 " - * - , i quali devono esser» 
identici, ti paragonano i coefficienti di a' , a'jì , a»/*' , ee. , 
si troverà 

e generalmente ' . 



per mozzo dello quaTequaiioriB conoiciuto a 



si avrà < 



Paragonando nelle medesime formolo ì coefficienti » , op" , 
•P 1 , ec. avremo 

*o i-».i =Ca o se** a x 
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ed in generale 

* =Ca -+-Da +Ea *-c 

n.x-t-i n,x n— i , x^ n-~ a , x a , x ' 
nella quai'equazioue ìb Kutitniamo il valore ili ^ ^ [ «ivate 

c „ =a , — — fl a — Ca 

n , x /i ,'ax-a n, x-*-i n— i ,x-t-t a , x 

~ n "n~, x~ Ea n~3. x 
e . quindi conosciuto x ti avrà anche x . 

Paragoniamo finalmente i coefficienti di p"* , fi , §• , to. , 



C i x-t-i~ Fa -*- Ca 
C a!x+i =K, 1 ' i* Gfl , ' x^ Ha o x 
J > x-t-i j , x a, ir n t x 

e generalmente 

/« , *+r*K , , , x* Ha ^ . x-+ la «s , x ■ 

Si «istituisca in quest'equazioni il valore di , ed avraisi 

W 'a^V^*»-^^, x^ Da t x 
->-C ai s +Ha B 

« V*^«J.ai*«^Li^^»«.,* n %_, x+i 

" 4 " ra ™ , *" +C "/J-i x* Ha n~-x x~- ìa n-S 
ìeqnaii equazioni sono tulle comprese nella (e) , giac. hé ^ ^ 
4 =o quando n * negatila. 

La ricerca pertanto ili ^ dipende dalla integrazinna 
dell'eqnarinno (e| » differenze finire. Equi ai oiterti, clic le 
funzioni arbitrari.- ^ . | • "„ a • ' B 9 utt '' pitterà 

questa integrazione sono date in modo , cho o ed a 30- 
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no tempre eguali a zero ; • . ± è = t nel solo caio dì n=o , 
negli altri è sempre =0 . Le funzioni a , a , a to- 
no date dall' diluzioni (/<}, (e), (d), le quali essendo a di Ber tu- 
ie finite tra due tote variabili non presentano ulouna difficoltà 
per la loro integrazione. Ad oggetto di conoscere altri metodi 
per determinare a si consulti la lodata Memoria di La- 



Se manca il termine " x+ ^ . l'equazione precedente potrà 
mettersi sotto la forma 



dy x-t-i ir dy* * 

di' d'z- d'z' 

ove B=B_^n_ c'=£_l2 D ' = £, 

A A* A* A A'' A 

E , = E F^_G H_ F= F_3G 3H 

A A' A' A'' A A*~*~ A' ' 

A A' ' ~A' 

Se adesso facciamo z' =a"e^ r , avremo tra a e 0 l'equa- 
volgeremo le quantità a in una 



? ? 

otterremo l'integrale della proposta cori eipreuo 
J 0i x f a ~ 1 Jy x ~ 1 F.y-ca j j f x ~ :l dy c ~ a F.y . . , ■+* x ^ > x f d jFy 
„ dF d*F d"- l F 

, _ , dF' . d'P , ,/*> 



jminplelo . perche contiene 
due sole funzioni arbitrarie F.y fd F,y; ma è da notarli che i 
legni integrali introdurranno un'altra l'unzione arbitraria di x, 
e si dovrà aggiungere al valore precedente di z' la forinola se- 



Delie funiioni f t ,f ^ ,ec. una loia dev'eueie arbitra- 
ria, e per determinare le altre li sostituirà nella equazione tinta 
la Tarinola antecedente in luogo di i' , e dal paragone dei di- 
verti termini sì dedurrà la relazione, che deve aver luogo tra le 



n.' antecedente, prendiamo a 



>84 



Se facciamo c'^z'e^ , avremo tra a e 0 V et 



mediante la quale svolgeremo la quantità a x in una 
della forma Beguente 

jc_Vr-* Vr" 

p* -1 fl 1- * S* -3 

Ponghìamo in questa fotmola iw-i in luogo di », ed 

--^ ^-^S 1 --«• 
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e ee in luogo di n» si sostituisce il 






























Quello valore di a X ~ > ~ 1 dovendo i 


-.laro identico col 


, primo tro- 


Vaio, avremo dal paragone dei ter 


mini simili 




cioè conosciuto ^_ uri ^= 


r£'ii n x i . So: 


■a Inoltre 



e aosliluemlo il valore di i _ 

",,„.=-°'v'^\-,,.-,- 

Per integrare questa equazione a differenze parziali e finj tfl 
non vi è bisogno di ricorrere ai conosciuti metudi generali , p,s r _ 
thè la d) lei forma ci permette di giungere assai facilmente 
all'integrale nel modo seguente. Ma pria» si osservi la funzio- 
ne « n _ m esser tale, che Sj _ a =0, % _ 3=0, » s _ 4 =o , 0 
generalmente o n n+l =o eccettuato il caso (oliamo ili n= D ( 
in cui * =1 : dì che ci persuaderemo facilmente dopo una bre- 
ve riflessione sul modo, con cui dalla equazione a'—^-t- 
si deduce il valore di »*, Ciò posto facciamo a n =B' X . C 



OP US CO L O III. 
equazione.* deduce ^ .^F^n—.r- 

medesima equazione, cioè ^r^ e a a x a > e co '* "gnìto 

giungeremo ad ivrit e = i_n • cio * 

c =— — S'.c , e posto i+l in luogo di x, 
■ ' B' Mt ° ' X 

c n «-M-t-r = ^S I '' c o x-M ; °'" 3e r '°"' 

c n a __ i _ n= ^_2 n - f -'.( Co M _ | -c t) x ) • Mapoicbi 

o — c — o avremo e — F " y flH "' o o aia 

^£i(,. ( „.M,-o^a^>.I-o... ^-';r l :i'- -v.). 

Sarà permuto , poito x — n in luogo di x, ed in luogo di ^ 
ìl suo valore , 

Per deteruiioare la funaione arbitraria jl.n facciamo 3-=ri-t-i , ed 
otterremo (I.(im-i)=— — « (J fJ _ < _ | ; ma è =o fuor- 

ché nel solo caso di n=o , perciù aura j(.h— o eccettuato il caso 
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di n=i, in coi è f->=-jp ■ Dunque «remo finalmente 

i n j -Jf J - 2n - a pW-l |r-.-.|( J w-3|...M,- i| ^ 
E p«u«Dilo <]i)«*H valori in quello di c otterremo nel caso dì 



5 g. '^'My ^^-Sf , 



+B**E"l'-«*J r - JS *f*->4y-*F. r 

*B''£' a , a rfy a JP.y 

*-E" t / x dy a F',y 
t nel oaw ili r dùpari 
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SE " 'f'dy x - ' F.y+B' x - !i E-ix-!>)f x -*dy'- i F.y 
+B*E~ . te±$Z2lf ~d r ~P. y 
+E' * / a iy ' F.y 

Rimane adcsia a determinate le famiooi f t iX if a x . eo. 
nella quantità ^ 



, peichè diventi ce 



plcto l' integrale della propoita. A queat' oggetto li 
quella quantità in luogo di z' x nella equazione 



- i.L.(*-i/' .^-w"*"a.S...(T-i/».»+»' 4 "a.d...(r-3)A.-i'+a' fc * C ' 
i 3...(*-i)T«i»*- 1 a 3...(i-a/a,i-t-i 3.3...(j>3/ 3, 

_ v£2 f Ed f _ c 

a,3...(*-a/i,* a.3...(j-3/»,* 



a (minili sarà 

f -&f 



Oigiiized by Google 



OPUSCOLO III. 189 
Ponghi»!»» f n _=.Br t ~ ìn 'P n x , ed avremo 

éioi x =£''Sf n _ i x _ x , ove il legno integrala 2 fi riferi- 
ice alla variabile x. Di qui >! ricala 



perche sia completo , conviene aggiungere la forinola 

^ n 1 ' n-i ■ a n-a *i,ì...(fi— i| 

Ma <p t I-t _ a — I 1 , a-t«i =0 ' """l 118 ,TTemo ' 

j M =B '^" £ '^'( y «^ t ^ i) \-i"-^' ^l'" l i«— ' 

e quindi ponendo x — n ili luogo di « 



( * 1..H . ..(-,-,)■ *l 

Sati pertanto / t x =zB x ~'* i , f % ^B^^X^+^fJ , 

/ 3 iif= a^*^*j^p-4(»,-*Ì^rf!»J 

/ =B rZ ~*~ ì .E^~ 1 t . Laonde al valore precedente di 
* , perchè <ia completo, conviene aggiungerò la quantità 
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* B ,I ~ 3 .fj+ y " B' X -^.EW -Ua—SìV ] 



Merita particolare- attenzione il mio, in fui olire il termi- 
ne mancano nella proposta gli altri due termini " x ^ mJ e 

— . L' equazione diventa allora delta forma 

f ds i>, - dz d'M d" 

= ■ -fA-ì?-+B— ~=C« -+-X) -ri -KF--T-f ■ 
tf^ tì/ B x dy dy» ajr> 

Per trovarne l'integrale ti ponga e =e"^.z' , e preia m in 
modo , che aia \-t-Am+-Bni*=o , cioè che aia m una radice del- 
la equazione i-t-At+Bi '—u la proposta diventerà 



x-fi dy i dy dy* a 

Se di nuovo pon-jhiamo ^'^e"^ ■^"' x < e prendiamo n 
do , che sii A'flin^zo , avremo 

Jt'" dz- d'i" 1 



l+Jt+Bt*=o,mxk m+™' = _^ e quindi— tn-*n'+3.m+tt=o. 

Si faccia adesso =a"J y , ed avratii 
•=J+ J f"*^"f-t-F'f*, il qual «dorè inalbato alla patema x 

e di qnì dedorremo 



S*? raÌ, Itì.OT introdurrà in qoe.lo valore nnl 
funzione arbitrari, d. *, ed un'altra ne porterà nel valore di 
»' x iJ legno integrale ; onde avrmsì il valore con,, 

pleto di z x con tre funzioni arbitrarie, come meglio ti vedrà 
nell'esempio tegnente 

Sia propoita l'equazione 

Se ponghiamo mjaf*J M , J=f*dy X .S , 
_n _ {m'-mW ,„ 

a" -6 ,B jp • otterremo le leguenti trasformate 



uj* 0PU3C0L0 III. 

il*" 

A»' 

dy x 

l'ultima delle quali integrata ti dà %"' — — f'dj'F.y ; onde 



+e m 'y(Nf x Jy x F.y- t -N'f x ~' l iy x '' F.y+tc), 
ove i coefficienti IH, N, ec. tono funzioni di x. Onde conver- 
rà aggiungere al valore di le qaantllà 

myl y*-' . y*'* . . \ 

Va.J.,.(i— tft.x ì.ì...(x— 

."•>( J-'"' y y'~* f . . . V ì . 

i a .3...(*-ir ».5...(*-a)r 



prima delle quantità precedenti nella propoita in luogo di 
e riflettendo che i-+-drn-t-Bm*=o troveremo 
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Quindi otterremo 

* loslituendovi il vittore di -fc— Btm-t-m') lari 

Fdrdaji / = at , e si avrà 

Da questa, ultima equazione ai deduce 



(m—n') 



— 4=7*"*, -»»> ■ M * 

J fa hJm..™ | (*-*-'l*-(*-n-»3l v 



opuscolo m. 



. 1—7) 

Facilmente apparisce che questo valore tti ^ si cangeri in 
quello di f , se solamente ti muterà m in m', e viceversa 
ni in m: pertanto 1* integrata completo della proposta sarà 

, ."'C ) . I/ J^\* m •(- ■ , !»♦«»•*).] 

L : — f* ,....sfif=i!sk» 1 



...<«-l) ' *.S...(*_>) 



jiV— fi "■■■<—» 1-' 

Dalle ciise prendenti apparisce, ohe i medesimi metodi con- 
durranno sempre alla integrazione dell'equaoioni lineati a diffe- 
renze parziali finite e infinitesime tratte variabili, qualunque aia 
l'ordine dell'equazioni , purché i coefficienti sinno costanti . Ma 
se la forma dell'equazioni rimanendo la medesima, i coefficien- 
ti saranno funzioni di x, in tal caio la loro integrazione si pnù 
ridurre a quella dell' equazioni a differenze finite con i coeffi- 
cienti variabili. Sia data per esempio la seguente equazione del 
prim' ordina 
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di 

ove i coefficienti A x e B x ioqo funzioni date dì x. Se pon- 
phiamo e =F.y , l'integrale di questa equazione mediante la 
toatituzioni successive, prenderà la forma 

'x-^o , x^^t , xdy*** , Xdf - ■ ^x , x^r ' 
Per determinare le quantità x ' a i 3 • ec ' ' ost ' fu ' ara( ' 
(juesto valore nella prnpoita, e nr- ricaveremo l'equazione 

0=a o J! '^ -M '. ,«-1 V «4-1 5^ T°- 

x o , arrfj- X I , adj-» - . 

e quindi avremo 

« i iM . 1 =^ iI Q 1 a.- 4 "- 8 ^ » 
« general mente 

dalla qufll'equniione perciò dipenderà l'integraaione della pra- 



to l'equaBione del second'ordim 



it-t-I X frf XX X dy X tfyl 

Ponendo a=o e s =F.y, eiaa ci darà la tegnente 
z -.4 -!l=B F.y+C d l-*-D ^I=u . 

1 Cfy O O d y Orfy. 4 

■Cori pure, se si fà x=j , sarà 



d, d'i dz. d>* d's 

di. d«l„ di d"> </'l 

"3-"3-iT'«'3T,T ! ~"sT r T='3 
«,*l.,u.„,i,à ,„ 3l rf s ,.*." s ,. =(mi , 

=(i-4,t)(i~VX— «,<>■ 
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IAj , „ „<~>^ = „ , 

1 ' l a; dj- * <i/» x x ' 

ove i coefficienti , a'^ , ec. lana tali , che 

"V**V- ■ ' -"?"' l '"=(.-^ 0 ')('-^,'K-'< a ')-(— <„o. 

e per determinile u abbiamo 1' equazione 

li , =B u +C - 7 ^+- D 7T - 

la quale possiamo tratiare col metodo usato nel numero prece- 
dente . Solo conviene diserrare, che l'integrazione di questa. 
Don introdurrà una nuoti funzione arbitraria u , perche snrà 
u o =i o =F.y . Infatti l'equasione ci dà 
do d;, 
u =8 « -r-i , 

1 00 ody od}-* 
e aopra abbiamo posto 

Trovato il valore di u potremo nella equazione (A) ri- 
guardare x come costante, ed il di lei integrale sarà (Tomo 
II, unni. 146.) 

Z _Z Z _Z 

A A A A 

_» /' "Jy « /<• >« a *y 



Per determinare le funzioni f f x >f 3 x j «0. sostituiamo 
questo valore di x^ nella propoita, e troveremo 
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e generalmenle * 1 x * 2 . 

A .' A „- A Jf„, , „„, ^Wojyi 

» . a- 4 ut ' a Mozione data di « ad * _ * „ 



/ da n-, finn'V P °' ■' lete . P™ Je « i> valore di 

J n,x ad r,=a-, er.o introdurrà nell'integrale del- 

la prepose u ,,a naova f anzione „ hitmt |, j; ^ 

d.,.h.t:«re™:,T, , ™,i' u " " *— . — 

di q..l,„,„| ,,„„,„„,,,„,, ,',T Vff" "'" ■ "" I t i n i 

i «..sei.;,, fZS3! » .£ i».,? •/*"" " ,"" ™» 

aione a differ , , . "> le g ca ^ ene di una «inde eqoa- 

moltiplicati pe r ^ e p „ | e (ue ai fr Brenze „, fosse Bncho 
«•termino^ „ ■. , , „ ., „„ „„ bb[ ^ 

•"»«•»«. Si " *» p» •»-{J> I'.,n«ion. 

• palliamo eli, „ , fi W irJ „ g i j. j, = „ ^ 

*•"*» ' "■*"• *.=«•"„-* • -, fù. di «, 

e ...titne.do ,„„,„ „| 0 „ „,„, propo , u 
la quale a molivo di ' 
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che è una equazione a differenze ordinarie finite. 

Allorché i coefficienti tono collanti, il termine aggiunta 
potrà anche essere funzione di y. Sia data pei eiempio l'equa- 

dz 

* z=Ai +B~^P , 

K-fi X ti? 

della quale l'integrale nel caio di P=c tìa x.^=M ^ . Facciamo 
e di y, e sostituendo avremo 



< quindi per Hate rminare u 



aideraro in primo luogo l'equa 
ove P x A una 
u — , < ioatituendo avremo 



'.AZ 



aoo OPUSCOLO IH. 

Z^2F,y+2f x '*' , dy c ~ > '' ,P , ove ho Hggìunlo la funzione ar- 
risila ipotesi di y collante f Sarà pertanto l'integrale della equi- 

Troviamo qui per la primi 
ipressione H/**"'dy' H '' ,P^ , la quale iodica che ai deve pren- 
dere l'integralo finito della quantità /""'ìt* 4-1 ^. Vedremo 
in seguito io qua) eh* «empio, che questa operazione, quando * 
possibile, li eaeguiice con le medesime regole , le quali servono 
per conseguire la somma di una semplice funzione di x . Intan- 

• pra . . .n». . _ 
può ridursi ad un integrale definito. Infatti 

d x 2f a *-'dy x +'P x d x ~'P 0 d*~*P 1 d*~ 3 P a 
df oTy 1 - 1 dy*-* *'^ T " 



In qual quantità i rappreaentata dalla formai 



dy 

purché ti prenda questo integrale relativamente ad r da r=o 
16. 

Data l'equazione più generale 



opuscolo m. 

ove a i funzione di x, i funzione di y, e P funzione d 
y, facciamo m^sZ^JP^ , e loititHendo avremo 
dZ dZ' 

aZ & +ÌZ JS =Z- — f-t-Z t-t-P . 

x-t-i «4-1 x x x dy * dy * 
Funghiamo 



ed i vicino ancota 

dZ' P 

z- = S-, £ . 

x-r-I dy Z 

La prima di quest' equazioni integrata ci dì i 



sostituendo il qua! valore nella seconda abbiamo F.y 
quindi Z s =J bd - 

terremo (iS) Z'^: 



Io il qua! 
—Jbdy— Zlog.a 

rf I iy:jH-s( < . slo S' 3 / I * 1 <i/- , - , .p i ,-/ w ' r )] 

= _ , 

e perciò l'integrale della proposta torà 
g -Jl>dy-Z\ 0 g. a _ d^fy 

Se a e b fossero costanti, sarebbe e^W* , 
e £ ' D °'°=a 1E , ed il Talora di z diventerebbe in tal taso 

^cy j -Vj" , .p,.- > -'- ) 1 
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'7- 

Potremo aduni integrare l' eqnazione dell* ordine n 

j>-*m 

ove A , B , . . . JV inno quantità coltali ti , e P funzione' di 
i «I r, Ponghiamo 

d"— e rf"- a B d" -3 * 

f-t-^- f±i +B' 22 . . . +M , e x ^ n _ ; , 

dy"~ l dy" 1 rf/ - * 

eie in quota equazione aec icari omo x dell'unità, o pure U 
differenziamo per rapporto ad j, avremo le due equazioni 
ri" -3 * . 

v v- a *r* M 

d™< Z 1- '» d""** dz^ dX 

a"— * 

, onos 

■Unte, ed otterremo 



d r » if-' tj- 

Paragoniamo con la [iiopotta l'equazione (i) — (a)», ove « * ci 



Quindi 



-aAr=2V . 
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itr=a"~ , + J ia''-VB» 0 - 3 -^C« n - 4 ...-fJtf 
ed a motivo di — oAT=JV 

_ (Q) a"-*-.-? a" - '^.Ba n ~ !t *Ca n ~ 3 . ..-WV=0 . 
Sarà dunque a una radice di quella equazione, ed integrando 

l'equazione — aX^^^^P^ otterremo (16) 

1 per brevità tralascio 



. . M\ei>. 




. =X_. 

Trattando questa equazione nella medesima 
la proposta, ponghiarao 
<p-\ rf"~ 3 e 

—-^"^ 



rfy OSfM.. x' 

essendo b' una radice della equazione 

«?) + ^ a + iìv' , - 1 ., rf .jir =0 . 

Ora ae quegta equazione (Q'J la moltiplichiamo per »'-» , 
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a'V-J'a^'+B'a'" - " -f-C»' n-S . ,,+MV 

_ oa ' n -'_ a .J' H ' n -»_Bff«'' ,-S ...-*LV-«Jtf' = "' 
cioè soitituendo i valori di A', £', re. 

Questa ultima equazione «tendo affatto limile alla equazione 
(Q), è chiaro the l'equazione (()') ha le medeiime radici che 
l'equazione (Q), eccettuata quella, che i gii itala contempla- 
ta- Petto ciò avremo 



ove e una radice della ei 
— ~-1{<?f**'*df*'*.PÌ l ; dunque toatitnendo questo va- 

,« 1? 

Coal pare, le chiameremo X"^ il fecondo membro dell'in- 
tegrale terzo, ed «" uri un'altra radice della equazione (Q), 



fosti liiendo il valore di X_ 
X" =— 

Quindi facilmente appariice, che l'integrale finito della 



Dbit'ZO-a Dy Ci 



-tu. 
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prese in quell'ordine che più piace. Se (ulte quella radici fo» 
fero eguali , li renderebbe molto più «empiicela forma dell'in- 
tegrale, e sarebbe 



Ma quando le radici sono disuguali , è assai più pregevole 
un'altra forala d'integrale composta di Tarie parti, ciascuna 
delle quali non contiene che un aolo legno iom ma torio Z . Ad 
oggetto di rintracciale queita nuota, forma ripigliamo l'equa- 



df~' dy"-* dy"-* ~"" 

ed osserviamo che prendendo io luogo di ■ le altre radici »' , 

a" , ec. della equazione (Q) avremo gli altri integrati primi 

^L+Bt' -Iìl...+M t -z ~X, 

Jy"-' Jy"-* dy n - S * 



. +Jfi'i 



ove Al', Ah! , eo. Si' , Ba! , te. ed Xl x , X* , ec. sono 
respetti vamente ì valori di A' , B' , eo. , ed X^ , quando a ai 
Mogia in «' , ■" , ec. Ora essendo n queit'iotegrali , petreoio 



opuscolo ni. 

;o eliminar* i differenziali , 

e facilmente ti vede che risulterà da questa eli- 
valore di = J _ W1 _ I così espresso, 
X X, X* 



««scudo m, m' , m" , ec. quantità costanti . 

Per determinarle sostituiamo il valore di » n nella 

prima dell'equazioni integrali, ed osservando che 

JX„ , d"X_ dX , 

f=L , , esimilment. *-*=<•— 

dy x X— 1 dy» flY 

■+■ T~ - =**X -+*P fr?, e cosi in jegoito, ot- 

dy X x-i d y 

terremo . _, 



x —x . t ±1± : 

P dP 

, . +X, x . '- t ^ /<, ".' 

P dP 
+X* x . l ^'« n ~ 

Ora, questa equazione dovendo e 



3 . . . 
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e gli altri termini svaniranno. 

Se nel valore troiaio di m «oitìtiiiamo quei di A', B', ne. , 
troveremo 

onde apparisce che m è eguale al differenziale della quantità 

'+B*"~* : . ■. -*Mo+N 

prego per rapporto ad a , e diviso per rfa . Il valore di m si can- 
gerà in quelli di m' , in", ec. , le muteremo a io a' , a" , ec. , 
com'è facile a vederli, se in luogo di sostituirsi il valore di 
z x-t-n— i ne " a prima dell' equiuioni integrali si sostituisci; in 
una delle altre. Se dunque pongtiiamo 

T=x"+At a ~ 1 -t-Bi'"" 1 . . . -vilfi-t-iV, 
avremo «=^rffacendovi t=a, m — ^7 facendovi ec. 




OPUSCOLO 111, 
dy X •* ' mdy' 

£ì In lHOgO dì ! €Z 



poiché essendo F.y una funiione arbitraria , si può mettere F.y 

invw. di 'ili— . £— £É . 

Poniamo render più semplice lo forma ili questo integrale , 
i» osserviamo che 

Sfo 1 / 1 * 'o'y 3 * '. P„ ) 
— . . =S — , 

purché ai prenda questo secondo integrale da r=o fino ad 
7=1— fi . Pertanto l'integrale della propoita potrà eiprimeui 

" a x dy c a! x dy x a" X dy ! 

\ . , ,, 1 v 

ove si deve prendere l'integrale £ relativamente ad r ila r=33 
19. 

" Il valore trovato di a ammette una forma più jemplice, 
quando è funzione della sola x 0 della loia y. Nel pri- 
mo caio è chiaro che sarà 
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o^dy^ a' x dy x 

("■"" | a '~' r n "T'+")P 

' m m' si ' *~ 

otb >j noti che 



troveremo ( Tomo li. n.° iati) per m, nt , m , ec. quei mede«- 
mi valori, che topra aJilijamo a queste quantità sdegnati. Po- 
lla r=o T diventerà =^V", e perciò 



4/ 

—i„ ~-3,dP -Sd'P — «-w»-i d x ~ a P 
a P-t-a W . 

Ponghinmo quejla quantità =Q , e facilmente vedremo «nere 
l'integrazione della quii* equazione ci darà 

ma poiché Oj=o quando P=o, svanirà la funziorre arbitraria 
f.x . Ora integrando per parti abbiamo 



Tom. III. 
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d 7 

tfy *-iw-« 
Pertanto in luogo dei due termini 

/F.J _j a~ r ~'/fp 
a x dy x mdy' 

■ì pub scrivere 

d*F. y _ ■ f-**-'.sr/h-~rr dy t SVf,—* P*x_ 

Ma taira la generalità sì può mettere F.y invece di 
F.y- a "~' . < *'"" « <y /«*"'' J >'fr . quind i rinwgnh nel ea.. 

di P funzione di y sarà 

^ tT'F.y d x F.y d'F'.y 
a x dy x a' x dy x a" X dy a 

,"y f ,-*y pd, x .■' r /.-*'J - pj r ,.„ 

Se P foste eguale alla somma di due termini , uno dei 

quali fooe funzione della «ola x. e l'altro della sola y, * chiaro 
che il valore dii corrispondente a questo raso riescireube eguale 
alla soni ni a dei valori ottenuti in questo e n--l n,° antecedente. 
Del retto i resultati , ai quali siamo giunti in questi due ultimi 
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articoli sono conformili quelli, che si oda irebbero , se secondo 
il metodo del n.° 14. al vaiare di 1^ nel caio di P^SB «i ag- 
giungere nn' altro termine u, che fosse funiione della loia x o 
della sola y, e poi il valere di questo (eemine u ti deduce!» 
dalla equazione a differenze ordinarie finite 0 infinitesime, nel- 
la quale per la « 



• generale di s ,0 vediamo quali modi- 
■Sflo applicare nel caso dell'egua^ Marna 
ci « , a', a" , ee. Pooghiamu esser* s lu 



questi valori i due termini , diventeranno 



■ -4— H)V--HW*»'ff)*« 



Facendo le 1 



dy x df dy* a dy x 

e posto F.y in ìnogo di F.y+F.y.ef.y invece di -^F.y diveil- 
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Queste nuove Forme sono poco utili, quando le radici ned a' so- 
no disuguali, perchè invece dì un valore finito ci dannouna ae- 
rìe infinita; ma diventano utilissime, allorché le radici a ed a 
sono eguali , perchè essendo in tal caio 0=0 sì riducono alle 
semplici espressioni 

•—?-"")" -Ti' 

a -x •£F.y_ i _ XH —x d'F .y 

dy' dy* 
Quindi nel caso di a'=a l'integrale prenderà la formi 
_ 1 /d*F.y d*F.y\ 1 tfW.y „ 



•t ori)* m" 

sopra , «'=<h-b sia ke la differì 



Porto Ta— — -^j- sarà ancora ■ j% facendovi (zia, 



OPUSCOLO IH. u9 

m = ke> ' Jfc 

facendo in tulle queBl' rjpicuioni t=a. Sostituiti i valori pre- 



dive oleranno 

Goal pure i termini 

^—x d'F.y r-x ^F-y _ | _.»~J "f r P"'-y 

dy" dy" dy* 

ai cangeranno in 

t f \ • — w I if 



4 



in luogo dei quali potremo porre 



ivendo cioè JTy in laogo di F.y-t-F .y-i-f'.y, F.y invece di 
— F.y— — F'.y, e F'.y ìn luogo di ^F.y-»- -^-.F'.y ■ Al- 



m4 opuscolo m. 

Si vede chiaramente qual tara la farmi dell' integrale per 
un maggior numero di radici eguali; come pure e evidente che 
ne! cjìu, in cui tutte le radici fosiero eguali , lari 

" a" dy x dy x ».3 . . . («— i) rfy * 



Con un metodo ùmile li potri trovare l'integrale (iella 

di) s c P funzioni di x ed y, e la carni I crisi Ica A ap- 
nr-ndo alla variabile x . Nel caio di P=o essa è gii stata 
rata dal munii Geometra Laplace in una stia Memoria 
serie inserita tra mie li e dell' Accademia delle Scienze di 
:□ è il solo esempio, che si trovi , 



di tali integrazioni. Ponghiai 

d) n ~' rfy n "" a d f~* 
e paragonando con- la proposta una equazione formata il.il 
somma del differenziale di questa, e della differenza finita de 
la medesima moltiplicata per una costante — « troveremo 

<"> %- 



opuscolo in. *is 

(4) S+Aar-^B»*-* . . . +N=o . 

Ora l'equazione (o) integrata ci dà (i6) 

Jr _ a - X e- a >'<i x .[F.y-2( a !e f :r -*- I dy !C -*-'.Pe' :r )ì _ 

Quindi se chiamiamo a, a', a", te. le radici della equazione 
(i) , operando come uoprti (18) ottenemo 

-t-tO. 

Messo osserviamo che a motivo della funzione arbitraria F.y la 

quantità ».«"*^!*£Z è , emp re della ferma S'f-fLl: infatti , 

dy X dy x 
« pengbi'amo F.y^i ■ ~ J ~ — f-y> abbiamo 

~s (. — -'Gin^-^ÈL. 
s,a ?*,„ * V 

' *" ->* 

be ad esprcr-ioni troppo compitate, acoettoato il caso, in cui 
ttltte le radici o, o.', ec, aono ccoali , nel quale li troverà 

l-tl* f#.tSj™*if ~*rJ*i 
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Se fosse data l'equazione 



■ • ■ ■ ^^vw*^*"*^''^ "*♦** V ' 

ove a e » fono costanti , «sa porri trattarsi col medesimo meto- 
do, o pure ridursi a quella dell' articolo precedente. A questo 
effetto facciamo 

* =M X .Z X 

e sostituendo nella seconda il valore di * x preso dalla prima e- 

cioè aM x ^_ ì =-iM x , ed M=(-^f- C» posto l' equazione 
az -Uz =>-iM s .*Z x ci darà «'«^•««*< f (M -i***** 
■=^M X AZ -b*M -4Z ^M^A'Z^.e'irnìimeote 



terà 



Più generalmente proposta una equazione , in coi il primo 
membro sia un. fm.a.on.. dati d, x vi y.ri .1 secondo una fun- 
zione lineare di e delle sue diftVrenK, se posto nel ascondo 
membro a* A Su luogo di ^ la quantità, che ne risalta, di- 



/ 

Dienti^ od Dy Ci: 



OPUSCOLO IH. ai r 

viso per «'«fr è risolubile in fattori ilei primo giade, la pr. 
[Minia si può «empie integrare. Por mostrar oiò eoo un eiemp 
consideriamo l'equazione del seco nd" ordine 

dz dz nV 

P=z ■ + A* +Bz +C* -.£» _£±J -E * , 

e ponendo nel secondo membro « e ^ in luogo di , e div 

derido per a* atterremo la quantità 

Se questi quantità è risolubili; npi due fattori a— 
*—p'—q'?, è chiaro che ad essa si potrà dare la forma tr*«iicn 

^-pa-q^-j^o.-;,-^)-,,'^^^) . 
Quindi l'equanunc proposta sarà dulia forma 



V dy r dy * dy) 



e la proposta diventerà 

dX 

la quale integrata ci darà (,6) 



Trovato X 



d*Z.q-*—f x -*'dy X - 

Tma. tu. 



ai8 OPUSCOLO III. 

Se p è q tono in ambedue i fattori : 
nel valore di quello di avremo 

f 

Il medesimo metodo rilucili in tinte l'equazioni di 11 
mila forma ; e nel caso che tutti i fattori a—p — q§ , a—p'- 
eo. siano eguali, otterremo generalmente 



essendo n il numero dei fattori eguali , o aia 1' ordine dalla 



zioni della mede: 

mero di variabili. Pioponghiamoci in primo luogo 1' 
del prim' ordine tra quattro variabili 

,B,C sono costanti . 
differenze psriiali della fnniìoue di tre Vi 
finite riguardo alla prima , e infinitesime relativa meri te alle al- 
tre due. Poneudo i =a* ^7"*^' avremo 
(a) «=A-Bt!-*-e 7 , 

*ioe a=fl0H-C3, se facciamo A*-Cj=£» . Quindi sari 

o*=ti c f^I?-'cf- , »+ I -^B c - !t C-f -*!>*.. .-^-Cff , 
e sostituito questo valore 

' jJ 1 j.x—'j, J. x ' 
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onde usando un ragionamento simile ai procedenti (i) ricave- 

r-^ r f_ F 

Il medesimo integrale potrà attenersi in una forrnn^ più 
semplice «presso, se invece dì prendere dalla equazione (a) il 
Tutore ili a ti prenderà quello di /I o di 7 . Infatti ti avrà 

A 

» Jtfssy+rtB*-**, « in i„ ogo di « e di r » v<>™ 

Ba « Bj . Questa ultima quantità pai metterli lotto la far- 



ferendoli nella lupposieione di Bl—Cy costante. Sarà dunque 
« K =e~ 5 V.^'XlÌ>, 



b=4z ^.B-S-*-C~-*-D—f ^.E-f^-ec. 
*-•-» * rfy ^r rf„ rf r 

ra un numero qualunque di variabili avrà il tuo integrale così 
■empiicelo ente espresso 

-jr, '...'■-) . 

inrcW si facciano le differenziazioni nella ipotesi di Bt—Cy , 
Bu—Ify , Br—Ey , te. collanti. 
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a6. 

Sia proposta adesso l'equazione del se eond' ordina 



Ponendo t^'/^ 1 a> 

o,+Atf+B a y = C- i -D$-+-E 1 . 

Farciamo 

i -*-AP+Br= (JE—BD) 8 
C+DfaE^AE-BDtf 
e ne dedurremo «=y, p=Ed—B4+K , y=LA8—D3+L , ove 
jfSC-E ._ D~AC 

k= aeZ-bd • l -aZ=bd • ' ur * 

a x e h-n' = !? e Ky+LtHJ{Ey~Dt)+4{At--By) 
f 

Sa per più semplicità purghiamo £j — _Df=r , Jt—By=u , 
otterremo 

'-■-Cu r-t-Cu 
^/j+^BiJ-.J.E , *_ e Sr +J" =t B D-A Ef dr * . ^-e _ 

»* <f* r 
E siccome in luogo di e "si pud sostituire una funziona 
qualunque dì r ed u, sarà 
m r-*-Cu 

a -zBD-AEft* _ ^f-fr . a) 
.fu* 

Il segno integrale f* dr X F.(r ,u) porterà la quantità 
/■(« . *W-(«, a^i )+ -/•(".»-»)• 



OPUSCOLO IU. 



v J.» >.3...(~.) ,,„« ' 

La medesima equazione può anche trattarti con un metodo 
analogo a quello del n.° i3. Prima di tolto osservo, che può 
rendersi attui piit semplice, se >ì pone a^e"^'""".*^: infat- 

(i+Am+Bn)z' +j2 f? ± -t-B d ' x - t - 1 

={C«.Dm-*.En)z- x *.D-gÌ -kE _ff . 

Ora essendo le quantità m ed n in nostro aibitrio, potremu 
prenderle tali , che ne risulti i-^-Am-^Brczo , C-*Dm-t-Enz=o , 
nel qual coso svanendo i coefficienti di due termini l'equazio- 

d ''x-t-i ds 'x*-t dz 'x , dz 'x 

Facciamo in queita i=c, e ponendo t' —F.{y,t) «Tremo 
•fa' ùt ,-, 

dy di dy dt • 

se adeaso ponghiamo 2=1 , otterremo 

■fa' di' d»\ dz 1 
A-Jl+B — --D — l+E — i , 
dy dt dy dt 

e quindi sarà 

d**f d'*' d's' d'z' d'x' 

A'- wAB——- -0* -=AD I+IAE+BD) '- 

dy dydt dt' Jyi ' dydt 

d'£ da da 

-t-B E l=D—L+E '— rr . 

dt' dy dt a 
Similmente troveremo 
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+B*E—t—D~ 



purché li facciano le differenziazioni nella ipoteii ili Ey — Di 
costan (e. Nella erruaaione {a) ti potrà riguardare x come co- 
llante, ed amino il di tei integrale (Tomo II. rr.* 170.) 

A* 

facendole integrazioni nella supposizione di At—By costante; 
le quali espreiiioni combinano con l'integrale trovato prece- 
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tenie del aecond' ordine 
dt dz 
hC +Dz 



Ponendo » Jp =•*4"'* ^ ' , e dividendo tutti i termini per 

.* e ft' _, 7' «Tremo tre a, § n j l' equazione 

(a) a' =Aa-t-B<L$+C aì - t -D+Ejl—F 7 -t-Gp>-*.Hp-r-y-]j * . 
Se da questa equazione deduciamo i valuti di o* , «* , ec. po- 
nendovi finché è postillile il valore dì a 1 ricavato dalla uie- 



espreiso nella formai seguente 



* i ,,o,»-'** i x-,,,..-'"'^,,,.«-'*'V • ■ ■**,.,..■>' 

Quindi col ragionamento più volte osato dedurremo l' integrale 
della proposta espresso come segue- 
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«e quello di <x x si moltiplics per a , e poi in luogo di a' ai ;o»ti- 
tuisup il suo valore ricavato dalla equazione (a) . Sarà dunque 

(- J 'o,'.%»'* i «*. o , J'\ , , , *ÌV* , ... 

Siccome questi due valori di devono essere identici, ps- 
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regimando iniiedie i coefficienti dei l-cmini a 



le (piali equazioni si v^de fsser [une comprese nella quarta, so 
ii osserva che « * =t> . quando m o n é un numero ne- 

Similmente paragonando ne'duo valori di a x ~*~ l i coeffi- 
cienti dei lennìni ? , j , p* , $y , J % , «e. otterremo in gene- 
rale l'equazione 

"*" Ga m-2 n «"^"«n-i n-r a:"*" 7 "»! n-a x' 
purché si rifletta, che n ( « =c, quando uno dei numeri 

subito ohe sa- 
ri trovalo quello dì a : sostituendo poi il valore di 

-WJij -t-Cn -t-Fa 

m ,n ,x m—i ,n,x «i,a-i , a 

-t-Go . „ -*-Ha - +Ia 



Se nella proposta , 
fosse MI* forma 
Tom. Ut. 




luogo di t introduciamo la variabile u=At—ily, in modo che 
diventi funzione di i, y , ed u, ed onervaudo che in luo- 

d* m A' du «V, 

go di — -- ti de? e porre . J-=J—— , e 



dj- da dy dy da dy 

da' di' àV 

(«) ^-£±i=CV 

tfj * a* trii 

— 5-t-G' * +ff f , 

ove E"=JE'—BD' , G'=zAC-*BF, fr=A'H-ABG+-B*F. 

Si faccia z/^/ dy e" x , e F equazione precedente ti can- 
gerà in 



3' — 
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Ora ponendo x" =a X $ :f * J,U avremo 



«terremo ^ 

Il jegno sommatorio/Vy*. a" x porterà la quantità 

o per determinare la funzione f nxa " dovrà porre questa 
quantità in luogo di i* nella equazione (a) . Fatta k .oitituzio- 
ne il paragone dei termini ((Olili ci darà 

< <*'/. « r 



Ql;e>ta equazione è di un genere diverso da quello, ohe qui t\ 
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mpla, poiché la differita cii due variabili n ed x è finita, 

la terza u in fin iteli ma, e della di lei integrazione purlere- 



Per l'integrazione della equazione 

di dz di de 

Wl dy dt x dy dt 

d*x d'z d'e 

rfy' liyiJi tfi* 
ti può anche uiare il metodo seguente, clie è generalmente ap- 
plicabile all'equazioni della medesima formatti un ordine più 
elevalo. Facciamo z=tf.{y,t) , e ponendo nella proposta a-=s 
avremo 

Similmente, ae facciamo 3=) , otterremo 

'^Ify-^S^ £ 



opuscolo m. 

aesta equazione lotto la. forma 




dj„ dz. dz., dz. 



=Cu -t-D—^-E —+& i+G i , 

1 dy at dy a dydt de 

sari la quantità 

— [i+am^'/w^' , m a «"'mr^a' v n')(i-i- J *Bi-i-fln)=(i-f- J *ffi-»-jBn)' . 
Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al- 
la tiaiformata 

dz dz d'z rf'z, d'z 

(a) „ -m^+b'-^W f-M^-^W-^+ec.:^ 

1 * </.)- di dy" dydt dt' * ' 

ave i coefficienti seno tali , che rendono la quantità 
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'm« W'W-**>"n , -*-er.={l-i->4m-.-flB)* , 
■ par determinare abbiamo l'equazione 

da da d'a d'u . d'u 
a =Cu +D— f -*.£_? -t-F — --fG—f.-t-H—-Z, 

per mezzo della quale r«l metodo del n.* a5. potremo eiprime- 
le u x per la funzione (t.(y,<), e par i differenziali di caia rela- 
tivamente ad y e f . 

Trovala l' equanime (o) integrata (Tomoli, n,* 170.) 
ci darà 

' A' 

purché si prendono quest'integrali nella Ìpor«ti di Al—By co- 
llante. Ool metodo einoito in quell'articolo si potrà tempro ri- 
durre l' integ raziona di qualunque equazione delta forma, che 
abbiamo comiderata, alla integrazione di una equazione « dif- 
ferenze parziali inno itesi me. 



"altare l'equazione 



=Az -t-Bi -, 
~,y x.y+i 



ove i coefficienti sono coaWnti. Per intrgraiìa facciamo 
* Je>y =3 , *0 T « r '. «- 1 avremo a=:A+B9-<rCi=Bfl+Ct , «e pt 
giriamo A+Cy=CS , cioè >=J— ~ , Sarà dunque 
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onde col [agi on amen lo più volte nulo dedurremo l'integralo 
completo 

L'iiteeso integralo può ottener»! eipreiio in un modo più 
■eropliee. Ripigliamo T equanone azzljp-^Ct , e ponghiomo 
Bp=-C°&, «=-CS(»->). <= quindi avremo 

-é 1 <-c) J -^ 

ove A' rappreienta la differenaa finita per rapporto ad y. 

Posiiamo anche porre a=Cn9 , ed aviemu ?=gS(o— i) , e 
ftol medoimo diacono troveremo 



Coniideriamo ideilo l'fquaaione del se cond' ordine 
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A ll *x+i y 

■ *S?=« J . . C-Ì=K, ..ri «= . S. ad,... por,- 

.ni>moW|,=-B.«, a,,emo|ì:=_§.», ,d a=*±K=M,o.. 



Di dudvo facciamo E— Lo=— £{ u '- 



i [lT-lW-i)f . £L»"c 3 



Ma la quantità , svoltu iti sede il 



binomio [ff-E9(o'-i)l*, diventa 



[««-,X'-'EJ(.'-,)»±j^!ll' , -'l!.>.(.'-,).... ! tE->V-t)*]^.'''. 
c questa forinola li puù mettete sotto la forma 

. iLiK:-yf-,K'-'E a<4l ...*«• 

* 

'di'-' 

ove le caratteristiche A' e 2' si tiferiscono alla variabile y. Se 
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dunque facciamo eguale a cpiesla ultima quantità, dopa di 

averla moltiplicata per 2L . t B , e di aver potto in luo- 

go di e'^e una funzione qualunque arbitraria di y e t, orre- 
mo J' intera |p della proponta. 

Ora ii osuervì eh* ta formula i 

ifr.(y,iy,ii'- , j^l- r ±.-zin-'E-^l... : cE'ÌA!!: 
° ** 

ii più concila. Fasciamola in- 

=K~'F.l r ,,)-(r„)K'li!^^- K ~- l: ,Ì!*^r 
dA'O * * * *" 

— jil =K'B^ K ^' JT „_ 

Quinti i .ip'iariic;; , cl;i- «ari 

«J «..«.<> Kjr-^o-,),-; u qMl 

gl.iamo K-^E^EH, ed fl=0 '3 , <d avremo 
•=-£.(»'-,), , , , nì „ d , 

i la qual quantità 

ai puù mettere lotto la forma 
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. £HL*j£. f -. Pertanto il valute di 
d,'-' 

% =i-mV^-'f ■ f "''-Z l "\ 

' J * àt 1 

e l'integrale della propoita 

'■' 

ii. 

Quetta forma d' integrale crina di eitrre utile, quando al- 
cuna delle quantità A . B. D , ed E i egiulr a n-n>; i* per tro- 
vate la forma conveniente bisogna applicare i medeifmi grlifijj 
alla equazione tra a, § , e y, rhft corritpEindfì a ciascuno di 
quelli ceti- Sìa primieramente Azzo , e ponendo 
x x =» le fFt' t , e poi i-+-Z? 7 =BJ, a K=C—~ avremo 

_(£-|-Efl| 1 > _ |g-e-gg|f B - l ) 



^ |iv-i-ct'lB ^ in-t-cji 'i 0D Je nari 

e k\ I, n***, ('-l)' 
■yj'- <-a"y fe*z)' _ 

la qual quantità si poù mettere Mtto la forma 

Quindi prendendo una fuor-ione arbitraria di y e t in luogo di 
o^*'* avi e ino 
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Sia In seconda luogp fl=o , e la lo«trtuaion« 
z =»*|9V' ci do» *= C ~ t DI % Br ■ Si P°"g* C*E r =E3, 

Jp=— .cari ,=»-§. (?=-y, - •Facciamo 

ade.»o ^e=£8o' , e chiamando M la quantità ^ avremo 

.=Mv, (t -;a:,.d«a:Ef.Q«.»' 

il qual valore ai pub r 



-2> M'i^l.'-if.'. 1 ' 



(-4' v Jl'-T ' 

Nfl leiM caio di D=o ponendo y =o I P ;r «*' , e poi 
l*Br=B» . « «=C~ | avremo o= j^tgjL , e quindi f.cen- 
dn ^=-fl.9oller.emn P^-3»S, ed »=^~ J i onde torà 

la qual quantità posta lotto la forala 
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ei fa conoscere l'integrale della prop ottenesse re 

Sìa iioalmente £T:=.o, ed avremo tri • , , e ? 1 equa- 
zione ^=- ^°I bj F * cci * mo '-Br^BS, D?=-C. , e chia- 
mando JV la. quantità ^ ne dedurremo j=3— ^, C=— . 
o— - z£ l ."'^ll . DÌ nuovo ponendo itfe=Be'J otterremo 

^ ^Z 'j, e quindi 

il qual valore potrò lotto la forma 
C J ^ y .~* J A' a ^ ci darà 

Se £ ed ja fossero nel meduimo tempo =o, fermandoci 
„i valori di a e (J in a e J 
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aW=>t=£) J . f °~ " ' ; donde facilmente ti 

' T B X D^ 

Nella stessa miniera si liove'ià In forma conveniente dell'inte- 
grali', quando due o più dei coefficienti A,B , D ed E inno in- 
sieme eguali a zero . 

33. 

Quest'equazioni si possono anche tratiare con un altro me- 
todo. Considerarne. la più geiiEiale del iiuni.» 3i. , ma rendia- 
mola prima più semplice pouendovi » x ^•*' x y' f0 ~ 
atituito il qualvali.ro essa di?enterà 

té in 
A*' ' - Z=Ii z ' +Dz' -*-E — , 

ove Jt=C-|. Sia .' o jy =F.(y , t), e posto *= 0 ...» 



+B-jpi=ffF.(j,l)+BF.(rfi ,0+£- 

b Tacendo «=t avremo 



\ '.y-t-i di I \ i.y+a rfi / 
, vii .> 
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a (foreremo, facendo x. 




x+t,y *,y « 
1e qanle ci dà (3o) 

Nella equazione (a) li può considerare x come ooitante, ed 
di lei integrai. Mra (.7) 



V - ( ~ B>r (-g) y 



il quale combina con l'altro 01 



Perchè lì valore trotalo di »^ y lia completo, amimi 
aggiungervi quella quantiti, che introduce il segno , 



Digiiized By Google 



opuscolo in. a% 

( y(,.,l..t,^,ì ^"f I , r. , T-lr-»-«- 3) f_{ijf 

-#■(-«)*) r ...[r-,H.4) ^"'A.» , 

. per determinare la funzione f ( | converrà «o.tituire qrieita 

(r+r|[v^r-'| ■ . ■ (v-f-r? _ fr-e~- l)(T-r-r-g) ■ ■ ■ ÌT-e*-*— 0 



Porto ero , facendo le inilituzione , e ponendo, come sopra , 
t2.=L an.n.0- 

r .- rfv-)- ir**-*) ¥Z.(f -Kf *.IL-E)-L?\ 
a.3...l—> aJ-*''™' '•• " ' 

,...|r~>3ì jZ.lt -Kf ^E)Lh?~LÙA 



Siccome questa *qiiazìoi.e der'eaae re idratici . qualunque lia y , 
e la funzione/ non contiene y , dal paragone dei leimini ai- 



*4° OPUSCOLO IH. 

A questa ultima equazione si riduce quella contemplata nel (or- 
so caso del il uni, ° 3a. , se iti ai pone x=n— i , y=r, A=.— -- , 
B = ^Z£ f C=o,ed E=~; onde sari 

Sostituiamo il valore di / ( x dato da questa forinola nella 
eqtinzione (i), ed avremo a).(«-»-i , i)=;S.(x, i) , cioè sarà 
f».(*,() una funzione di i senza i, e perciò 2 ,J— (t.(r , i) sarà 
della forma 

^.«-v,,^^,,- ^7'J:::'irr' *'.'' 

e siccome n ai deve prendere da n=i fino ad n=x, verri ad in- 
trodursi nel valore ufi ^ una funzione arbitrano di se e ( , 
lo die era necessario per rendere quell'integrale completo . 
35. 

Sia ndesso proposta l'equazione generale del «econd'or- 



Ponendo ^ =aW' avremo 

e se per mezzo di questa equazione svolgeremo il valoie di <* X 
nella forai seguente 
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.*=. ) ""3,0 ... «A*—, 

■ t-i o,0,x** I , O , 1 ;'''- fA o,., T ' r - ,J a ,o, I : J ''- , -*i,i, i r' f ^ o , 3 , I ^' 

■' •**.,.,.i F ■ 

chiamando F.y e F.y due funaioni arbitrarie di j- e t utter- 
cemo l'integrale completa della proposi», 

V j=-o,o, ••'«—..o, . . » • ?r*°«,o, 



-, (>> ,.2jpdL» .£gì 

*»*,„, »^-«>*v„ ■ .„_;_.. . 

«d i coefficienti a^^, ^ ^> ec. si determineranno coma 
«opra . In luogo di svolgere il valore di a 1 si potrì egual- 
menle prendere quello di p y e ti giungerà in una simile nu- 
li"" all'integrale della equazione proposta. 



Ma se mancassero insieme j due termini s e 
n.y-t-z' 1 ae,xo mefodo non potrebbe adoprarsi, e converreb- 
e servirsi del seguente. Sìa adunque proposta l'equazione 
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-t-F X ^+G*-JL. 
dt di • 

Post? ISO, larà « o ^ una funzione di y e t, che chiameremo 
F.y, e la proposta ci darà 

pdF.(Y-*-') . G ^'Pv -„ 

di de ' , y ' 

Cosi pure, se facciamo i=i , «vierao 

dt dz 



«, +Az ' ^.B-^^-aL -*-Aa i fi * 2 -y+'\ 

.de dz d'z da 

da d'u 

dt df x .y 

poita U qnal'eqiiDzione sotto la forma 



lari la quanlili 

i^ani-i-«'/i-i-a"in*-t-o'"mn-mi''n" ,={1-1 
Continuando le medesime operazioni giungere 
la trajfjrmata 



OPUSCOLO ni. «45 

i-i-om^n'n-i-H"m , -M"'mrt-Mc.=([-t- J iin-»-IJ'i)*, 
e per determinare » ayremu l'equazione 

du da d'u 

u =Cu +d« -kF -hG __£ £ , 



Nella equazione (a) ti pub riguardare x r< 

M con quella, che abbiarr — 

integrale celi espresso, 



te la paragoniamo con qui 
avremo il di lei integrale 



"•' £ di'— 

A questo valore di ^ , perchè aia completo, con' 
.aggiungere la quantità 



o per determhwe.'la-funiione/^ ^ lì (intimi ri quella quanti- 
tà in luogo di' nella equazione propalisi Fatto ci5 ei tro- 
»eri 



— 3— '-3 — B~- < (7=C — 1 
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H= F -=?2 , V=-5f . Questa ultima ^«ione è ,1*1 tW 
ordine , e per integrarla si potranno mare i metodi precedenti . 
Ma siccome il calcolo vi divenendo sempre pia complicato, por- 
remo qui fine a queite ricerche; c piuttosto passeremo a dir 
qualche tosa di quell'equazioni, nelle quali i coefficienti non 
"ma costanti. 

3 7 . 

Consideriamo in primo luogo l'equazione 

x+i x d y de 
ève A, B, e C siano quantità cenanti, e P funzione di r , y , 
e t. Ponendo in luogo di r un'altra variabile, che aia funzione 
di y et, in modo che le quantità , e P diventino funzioni di 
x, y, ed u, che chiameremo reapf ttivamente ^ e P', avremo 

àz dZ dZ , d* dZ , 
B ? r x x du x x da _ 

I-fl ' d y — dy dll "dì ' dt ~ du "d~t '' 

stimiti i quali valori la proposta diventerà 

dZ . , , dZ 

Per determinare u facciamo 

dy dt 

ed integrando questa equazione avremo u=.f.(Bl — Cy); ma poi- 
ché oon abbiamo bisogno che di un valore particolare, di u, 
prenderemo uzzBl—Cy . Ammesso questo valore di ti la propd- 



nella quale si pub riguardare u rome costante, ed il di lei in- 
tegrale sarà {ifi) 



OPUSCOLO III, »4 
38. 

Più generalmente si putii integrare l'equazione 
Az ' =Bz h f^C—f-t-P, 

I rfy (fi 

ove ira A funzione <li x, Be C («mio ni di y e f, e P funzi. 
di T, j- e ( . Sin M il moltiplicatore, che tende integrabile 
differenziale dt—Cdy , e ti ubbìa JM{dt—Cdy)=a. Introducili 
in luogo di t questa nuova variabile u , in modo che c di v* 
Dna funzione di x , y ed u che chiameremo , e B e l 
cangino respettivamente in B 1 e F . Fatte queste «ostituzion 



a come costante , ed il di lei integrala 

" z = e -/-B'''y-2i»g-^ . . <fr.br, *) 

" dy" 

^-fB-dj-Jzi^A 'è£1 ' rJ" 4 *) 

dy* 

3e, 

Passando a quell'equazioni nelle quali la differenza di duo 
variabili x ed y i finita, e della terza t infinitivi ma , coniideria- 
mo ìn primo luogo la «eguente 

' * « -/Vrf, 

x-i,y s.y+i rf( 

ove uè instante, e P funzione di i, y e (, Siccome abbia- 
mo veduto (3o) che, quando P=o, e 

, V^£***Sfcjr. fóriUAttM no.lro più ' 

,r ... dl*^ 

generale nna funzione di I, J e I invece di F.{y, t) , 
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tuiamo nel!* propoita in luogo di a^ ^ la quantità 



«aV»Z_ 



la quale manifestamente ai ridune alla forata 



Da questa integrando più volle relativamente a * e ftd y rica- 
dremo ^ ' r^y*"^*y*' P 

Z x y =F.(y,t)*.XV s -*- 1 . — 1. ..f x+ y-*- l dt x *?*'P - 
Pertanto l'integrale della pmposla sarà 

■ ^ ;;.,.:;„.":„; 

. ' . 

■ •- 40" .'..'..V'a. i ■' 

All'equaiìone precedente si potrà .ridurre >* pi f. generale 



OPUSCOLO III. »4 7 
' «ono respi-itivamente funzioni di x. di I, di 
t. Ponghiuiiio z ~ ' 



x,y-t-j' x ,y-t-i 



che abbiamo integrata nel n," antecedente . Pei determinare 

IniraqneitD Ttlon la {*) diventa F.(x*y+,)=cF.{x ,y), e quindi 
abbiamo F(x ,yì=:e Z ' lo ^ c .p.x; e dalla equazione (c) ricaveremo 
#.«» - 2l °6-° . Sari dunque a' .J/i^'log-B-Slog.,. 
o aia più (empii cementa, poiché c è funzione di Jt-t-y, «ani 

41. 

Passiamo adesso a vederr l'ino delle ricettile, «ulle quali 
ci siamo fin qui trattenuti, nella Teoria delle «rie, E primiera- 
mente proponghiamoci di trovar la somma della aerie infinita 



a43 OPUSCOLO III. 

v« • f ^sfatar**— ■ 

ove A è una quantità costante. Facendo questa somma =^»- 



dalla integrazione della qus 



posta. Faccian 



Tremo a/I— ìbj=i , cioè /J= — k!* , ed 

il prendano gl'integrali supponendo t-t-by costante: quindi pel 
ragionamento più volte usato sera nella medesima ipotesi 
a x -=zf x dy x f.(y , t) . Facendo a-=o abbiamo 
* =F.(y,t)=/(j.0i e di qui nasce il teorema: la serie propo- 
sta e eguale al suo primo termine f x dy X F,{y ,t) , parchi si fac- 
ciano le integrazioni nella ipotesi di r-t-Aj costante . 

Questo singolare risultino ti può confermare nel modo se- 
guente. Abbiamo , com'è noto, integrando per parti 

VafrUfr»-, )y x -*fydyt+ lfZiìjg=*i /y rfj? 



e ponendo x-t-i in luogo dì a 



opuscolo m. a4 , 

, **yfy*~ l dyfcfy'dyQ 

~TJ^^ > fi d y't-{x-ì)y X ~*fy*dy$... V fy !c dyf) 
Ciò pu.to uri 

.^ral „<.„„. . So.o,„.„j 0 ,„„,, „,„, u qm „ o a ^ 

e ib rifltiiinnjo c ], e 
otterremo 

- rm». ///. * 
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Di" qui apparisce che sarà eguale a di, che diviene 
tità f x dy V(y ,t-bj) , >e dopo le integrazioni vi 
t+by io luogo di t ; o sia sari z ^/^dy'F.ly , I) , p 
facciano le integra 7.1 uni odia supposizione di t-t-by c 
Infatti pei eseguirò le integrazioni in quella ipc/teli, 
nella funziona F.(y', t) porre (-t-by= ad una costante 
t=c—by, poi fatte le integrazioni metterà di nuovo nel reau lu- 
to in luogo di c ii auo valore i-Uy . 



Col medesimo metodo ni trova la somma delln serio infinita 

fd,'FA,.,.,w,p,_j'*'i y '*' . Sj-j-.^yv* ■ I?—, 

c.scndo come sopra I-t-SP, --^'P. -.-WC-=('-S)""* , e i « 
c costanti. Facendo la serie Jota avremo 



d-F 
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Per integrata questa Ditima equazione facciamo 
c -^ e h-^^" , ed «temo 0 ?-i°7-c»S=' , cioè 

f=±+ir**t, e quindi 

ti devono prendere gl'inte) supposizione di f-t-iy , ed 

, , , i~rtt*iy)~>f»**r> 

B-wry costanti. E ponendo in luogo di e. 

una funzione qualunque di y, t , ed u, avremo nella medesima 
ipoleti x=f x dy*f\y, I, u) . Poita 1=0 si trova 
x=f.{y, t,u)=F.[y, t ,u) , e perciò la serie dota è eguale al 
suo primo termine, purché in quello ai facciano le integrazioni 
nella ipoteli di 1-t-iy, ed u-t-cy costanti. Questo teorema è qnel 
medesimo del num.° antecedente generalizzato , e facilmente ai 
Tede che può estenderli ad un numero qualunque di Taiiabilì. 

45. 

L'uso principale della teoria esposta consìste nella evolu- 
zione delle funzioni in serie. Abbiamo veduto nel Tomo li. 
num," 117., che daio l'equazione z=o ira le variabili i,y,t,u, 
me. una funzione F.delle inediiimc variabili si esprime per y, I, 
a , ec. senza x per mezzo della serie seguente 

ove a , A=. — ■ì- , a=A — ^1 , purché nel seconde 
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membro si ponga x^f, essendo f una funzione ili y, l,u, ec. 
Quantunque uri lungo citato z et) F lì supponessero funzioni 
solamente ili x hi! y , facilmente ti comprende , che il medesimo 
teorema ha luogo p;r un numero qualunque di variabili x, y, I , 

Se mettiamo l'equazione jcro sotto la forma J— -f— ijteQj 
ove f è funzione di « , y , t , a , oc. , avremo 

_j_ . dF , _ *"r-x 

"".-i^'"' t-iii' dx ' , ' r=r ~~Z0.' rd * ' 

osservando, che e diventa — if quando vi ei pone x=f, ot- 
terremo 

F=F-ia ] f+i'a^'-i 'afl <+i c. 
Ora se Ei volesse ordinare questa serie per le potenze di i, é chia- 
ro che il coefficiente di i sarebbe 

ove il segno superiore ba luogo quando r e pari, e 1' inferiore 
quando r è dispari, purché dopo le iliffeienziuzioui ai faccia 
in questa formola 1=0 . 

L'espressione trovata è molto eomplicata, e per poterne fa- 
re uso con vie» prima culcolare le quantità a , o^, a^, ... * f . 
Ma anche senza cercare i valori di queste quantità, dalla sola 
cognizione delio relazioni , che hanno tra loro, si puù ricavare 



una espressione assai più semplice del coefficiente di i' . Si os- 
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da 

a quiDili nel cibo di i=o abbiamo " r = ~ — - — . e 
M 

— — — - Ciò po,t 0 , invece della for- 

di" di" 1 rdxdi 1 

mola (A) considerili ma la formolo più generale (8) 

/ . . I_l rffl r^r t (t_i) J ' a r_-. v 

m -^-'£4 ■—-•<)■ 

la quale si cangia nella espressione (A) se vi si pone s=r , e cer- 
chiamone il valore nel caso di r=o. 

Siccome riguardando non solo le variabili y.f.uec. ma 
anche s come euslanri ia Corniola {B) r una l'unzione di a ed r, 
facciamola eguale ad A f x , e ponendovi m-i in luogo di r a- 

d* d'a 

Ma se in luogo dì a r-tml i — - , - Pj- ■ ponghiamo Ì loro 

, da r-i 



di- j,"— 

x r dxdi l{r~,)' 

' rfr f r 'di di 

Ora questa quantità * riiibilmcni* =; -L- ; quindi a- 

vremo per deteiuiinare A f s l' equazione 
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A --L 

l'integrale della quale è (16) 

^ = _ L _ / T . (J ,., r ...,. ) i 

r.» ».3...r ^ 
e per òit.rmiuaro la Funzione arbitraria T faremo rr;r , 

ri' 

'',,x=S=-A, . ■ q"'»« -^,,=-5^7 

Se adesso facciamo J=r, otterremo 

(4= 



*/— ,y- 

percliè nel caio di i=0 e 0^=— j£ ; e questo è il coefficient* 
eercato di 1 . Sari pertanto 

2 rf K a.orfx' 
purché nel secondo membio si faccia x=f. E questa serie, posto 
i=i , è quella medesimo, che avevamo per induzione ottenuta 
nel citato n.° del Tomo II. e di cui l'invenzione li deve al gran 
Geometra Lagrange. 

4+ 

Quantunque la forinola trovata ci «amministri un mezzo 
beile per convertire in serie la funzione F, pure in questa serie 
le variabili y,t,u, ec. saranno tra loro inviluppate. Vediamo 
eome trovar si possa una serie ordinati! per le potenze ed i pro- 
dotti delle variabili J,t,u, eo. Sin data l'equazione i=0 tra le 
v .inabili x ed y, la quale suppongo libera dalle frazioni e dai ra- 
dicali , e si debba trovare il calore di una funzione u delle me- 
desime variabili xtÀ-y in una serie ordinata per' le potenze pn- 
«iliie di y. L'equazione a=o , posta 7=0, si ridurrà ad essere 
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una equazione tra r e novanti. In qua]» rilutili» ci 'loia varj 
valo'i di X. Sia a uno di quelli vaimi, cuti <ìu x—a uno 
dei fattori della funzione « , allorché ti ti pone jt=o . ed ,* 
i-a il pcudotlo degli altri fattoli, che tnppon{;i> tutu di Ter- 
gi ila x — a; o chiaro eh" si può dare alla equazione r=o la 
formo [x—a)A-r4=o, eiarndo ? ona fuozione di x ed y, la 
quale tvanitce quando y=o. Li fuoiioue fi non avrà il fat- 
tore z — a, perchè te lo a Teseo , 1' equazione z=o ti risolve- 
rebbe nelle du» ar— «=0, =0, lo quali converrebbe con- 
tidcraro separata meni*. Si può anche supporre, che la quanti- 
tà a non entri in perchè, te ciò foste, vi si potrebbe mettere 
un'altra letterali in luogo di a, e si risolverebbe un problema 
più generale, e dopo terminate le operaaioni si farebbo i^o per 
aver la toluzione nel onta darò. Già posta, se riguardando e co- 
me una funzione di y ed a data dalla equazione (x— a)A+-p=Q 
differenziamo la medesima equazione prima per rapporto ad a 
e poi per rapporto ari j, avrenio 

Ax , dA d* d* dx 

dy ' 1 dx dy dx dy 
a di qui dedurremo 

di jip di rf= ito 

dy Ady ' da Ady ' da ' 

Se la funzione data u contenesse a, ti potrebbe da essa eli- 
minare ponendovi in Inogo di « il suo valore #-t-^ dedotto dal- 
la equazione x=o; pere 
nula in a. Per ridurre b 
potenze intere positive di j convien cercare i differenziali ili « 
preti per rapporto ad y, e per trovar quelli siccome avrò biso- 
gno di differenziare u relativamente ad y in due diverse manie- 
re , mi tervirò di due tegni differenti ; cioè indicherò quetto dif- 
ferenzialo col legno—, quando ti considerai come funzione dì 
y dita dalla e/inazione z=o, e col legno quando ti riguar- 



opuscolo "hi. 

«inno x ed y come tra loro indipendenti. Sara dunrjiie 
dj = {l r ) + 7i - 7} = \d"))~~A^h') l ii " do" • 
e siccome P|Jf=Ìff—, allorché Dell' integrafo fPdx ai tup- 
pone y costante, sarà in questa ipotesi 



(■) 

Questa equazione di He re ozia in pei rapporto ad y ri dar» 
dj'-Wr\à*tydr dTSy 

Quindi sostituendo questi valori traveremo ^— j- espresso nella 

Differenziamo di nuovo l'equazione (1 

rfy' Vi/ 1 / \dxdy'/dy dai 
' " equazione (. ' 
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■jp avià la forma 



d<uld>a\ d.f$dx ^ d'.ftìdx d'.ffadx 
dy • Vdy V rfa rfa* * rfa • 

Continuando od operare nella medeiima maniera troveremo in- 




Se chiamiamo ff , fli' , Bi' , ec. i valori di B , Si ,- 
Bx , ec. , quando n diventa , avremo 

(4) _/ J w 'V dfffdv^ d'.fB, 'dx ^ d' JBì'dx ^^ 




da da' 

Dunque paragonando questa con l'equazione (b) avremo la te- 
gnente serie ili equazioni a differenze finite ed infiniteiims 



<■<> »H£H® 

Tom. SII. 33 
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„ , « d tBdx „dr 

Se adesso ossemamo , che ■ ~ J~ • olterremo 

Ma per svolgere la funzione u in una serie ordinala per le 

potenze dì y , bisogna trovare il valore ili —quando }-=c. Ora 

l'equazione i=:c , allorché y=o, ci dà as=a; dunque avremo i! 

ricercalo valore di — — nel caso di y=o, se nel secondo mem- 
dy* 

iiro della equazione [c) porremo y=x> ed x=a . Per al Ira parie, 
aicoouie a, e ^ = ed in conseguenza le quantità 8,8 1, te. 

"'•«'li 

non eonteugouo a, facilmente si vede che — -, ponendo- 
lo/ 

vi x=a, i lo stesso che Ù5£> , so vi si pone x=a dopo )■ 




Converrebbe adesso trovare i valori di B, B\ , ec. median- 
te l'integrinone de] l'equazioni [A) : ma senza eseguire una ta- 
le integrazione, dalla qaule difficilmente ottener si potrebbe il 
generile valore ili B(r), la sola cognizione delle relazioni , che 
regnano tra le quantità B, Bi.ec, ci basterà per conseguire 

sotto una forma aliai semplice il ricercato valore di nel ca- 

*" 

so di y=:o . Prima però è necessario di mettere l' equazione pre- 
ndente sotto un'altra forma. Si osservi che , quando si la x=a 
dopo le differenziazioni, è sempre 
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A n .fr-aì ^* — » J("~*) - ■ ■ < dun q ue "remo 

fa"-' ' te"-"" 



Comi deriama ideino la quantità 

J'ia ^"Hn-i 



fluendovi i valuti 
■cedenti sari 

~-^H-r:(f) 
-j-^(|K4:(f) 

Ma la quantità differenziata per rapporto ad j ci dà 
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Quindi avremo l'equazione 
l'inregrale dello quale è 

Per "Oliere qnetlo valore più semplice liberandolo dal se- 
gno iiuegrale £ facciamo 

funzione di n ed e Q fnniiono di y; e prendendo tu dilFeren- 
e le ficciamo i> -^=o,cioe/> , ot- 

— £X£^~^ • - *""<— ' 

soddi.ra prendendo *.y= ^ . e -^ = (^)- c ' oè 

Q=C— log.!. Soiiiloili quelli valori quello di diventai* 
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». f l ...' l »r: < ^e]' 

A fine di d«t«min.™ U funzione arbitraria /.(x ,y) fcwaamo 

quando a=i , i £=— (^J ; dunque tiri 

/.(*,yJ=«M.C^-^Ìbg.«, ove C e o aono funzioni di « . 
Avremo pertanto u 

Ab J'b, A'b% . jfHl-i) 



e siccome nel caso di j=o & z=(r— o)-4, «ari in questo caso 

Molliplicnndo qneita equazione per {x-af , e differita nd ola 
ri— i voice per rapporto ad x otteimmo 

/ l ~'[if I -g)"~'. t .t ! t( T - 0 )"~ 3 H-i3( J -^"~ 3 ---^ J 'i"- ')l 



.e dopo le differeniiaiioni si deva iV* a=sn, 
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^~'™"&'°*-- 

Irà omettete il («mine _i , il quale i 

...... («-i)*»"- 1 

sempre =o. Infatti siccome (- ~\ non contiene a, il ter- 

mine precedente sarà della forma 

.►«(*-.)*»,(»—>■ . . . , 

Ove 1 coefficienti Q , Qi , R , Ri , ec. non contenendo a non 
potranno diveniri, jnfir.iti quando x^a. Ora questa quantità è 
=0 nel caso di x=a, perchè nel medesimo cago è 
{x— af\ag,(x— a)=o, quando r e un numero intero positivo; Io 
■che facilmente apparisce se li pone (i— a) r log.(i— a]=t , cioè 
log.(a:— «)= , la qnal' equazione differenziati ci dà 

(i— af=(x— a)-£ —ri , e questa ci avverte eùe i=o quando 
■a=a. Avremo adnnqne finalmente nel caso di y=o 

rf%_ Ai rfy" _ 

dy" dy" ..a (n-.Jrf." - '' 

c siccome abbiamo dal secondo membro tolte tutte le parentesi , 
>Ì comprende che in esso devono riguardarsi le quantità x ed y 
come tra loro indipendenti, e fare y=o dopo le differenziazioni 
relative ad j, ed x=a dopo tutti? k ti itì'^ie ri zi sminili . !:! io diia- 
mìamo ^ il coefficiente di y" nella serie, che nasce dallo svi- 
luppo di u, cara con queste condizioni 
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W— 

d"u ..»...^y n . 

1.2. ..ndy" I . a , . . (n-iy»"" - ' 
Se adesso picndùimo il medio 
nuscouo <lui fattori*',*", eo. , 

y n in quella serie media , avremo 

„^ .^ r (log.^l U g. 3 "*l0g.z'"- 
* (*— a ) 



i . a ... ndy i . a (n— i )W/ 

cioè, a niolivo di log. a'-i-]og.i"-t-log.z'"-i-c:^. = log.s, 

pus IO, conio sopra, y=o dopo le d dì erenzi azioni relativo ad y , 
ed j=o dopo tutte le differenziazioni . 

Questo elega minimo teorema è Moto dato senza dimostra- 
zione ilnl sommo Geometra Laplace nelle Memorie dell' Accade- 
mia delie Scienze di Parigi dell'anno 1777. per trovare il coef- 
ficiente di y" nella serie, «he nasce dal fattorefr— a)' . Dall'ana- 
lisi precedente apparisce, che il teorema è , qua! vien descritto, 
quando t=i ; ma quando i>i si deve in modo interpretare , che 
q esprima il coefficiente di y Della serie , ette è il medio arit- 
metico tra tutte quelle, te quali rappresentano il valore di u di- 
pendentemente dal fattore {x — a)' . Ma questa serie media non ci 
<li il valore esatto diti , poiché con essa non si soddisfi alla equa- 
zione 1=0, cioè non sì assume tra x ed y quel rapporto, che è 
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di x in uno serie ordinala per le poterne di y. Saranno 
x — a— )(4+ci), o-t-jfÉ-t-ci) i due fattori delta quantità i, 
e quelli fatturi ci daranno le due scrìa 

x=a+lac-<-b)y-i-c{ac+b)y*-K>(ac-*-b)y+- «e. 

ciascuna delle quali soddisfi all' equazione a=o. Se prendiamo 
di queste due serio il medio aritmetico, avremo quella serie, 
che ci dà il teorema ili Laplace, cioè 

a=at+-c(oc--A)y-»- 1 -c'(oe-i-i|j'-t-ec. , 
ma questa non soddisfa all'equazione «=o. 

46- 

Un'altra dimostrazione del teorema di Laplace ai può rica- 
vare dal n.° 4-Ì- , la quale noi esporremo e per l'importanza del 

generalizzarlo e di estenderlo a più variabili e più equazioni . 
Sia data Ira le variabili x,y,t,r, ec. l'equazione a=o , la qua- 
le supponghiamo esser libera dalle fraxiuui e d.ii radicali . Poste 
y=o, '=0, ec. la quantità : diventerà una funzione ili i e co- 
stanti , che risoluta ne'suoi fattori lata =(x— a)(i— b)(x— c)ec. ; 
e ciascuno ili questi fattori ri tiara una serie per esprimere il va- 
lore di una funzione qualunque u M\« merieiime variabili x, 
y,(,eo.Preinliamu il fattore x— o, e la funzione a sarà della for- 
ma (x— a )A—yF—cF — et!. , ove A e il prodotto degli altri fatto- 
ri xi-b , i— e, ec, ed F, F , ec. sono funzioni tali di x,y.t,r, 
ec. , che non diventino infinite, quando si fà j~o, f=to. ec. 
Nelle mede ti me circostanze supporremo die min diventi infini- 
ta la funzione ti, oi i di lei diilereuziali. perche se inai non foj- 
se tale, si potrà tempre combinandola con l'equazione t=o ri- 
durre ad una forma, elio non diventi infinito quando j=o,*=o, 
ec, almeno nel caso ebe essa possa esprimersi per le potenze ed 
i prodotti interi e positivi di y,t, ec., che è il solo Caso, il lilia- 
le per ora o'ititeresii . Paragonando l'equazione {x—o)A— yF 
— tF— ec.=o coli' al Ira x— f— f= o contemplata nel n.° 4-1 nvre- - 
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Facendo nel secondo membro x^a dopo le ci iffe re a?, iasioni , 
Se chiamiamo </ fl n , fc il coefficiente di j"<" ec. nella 
evoluzione di u, e per più «empiici!» ponghiamn n 



facendo dopo le difiereriiìazioni y=i>. (=o, ec. , ed x=a. 
Quantunque la serie 

Vaila all'infinito, non occorre ol nostr' oggetto prenderoo al di 
là del termine , perchè i termini «eguenti 

tifa — — tara composta dì termini della formi 



I.3...ntfy" .1.1..J1W* ... 
forte rRgione si potranno omettere gli nitri termini susseguenti : 
onde chiamando p In feconda parte del valore di g , 
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-he, ducendosi fare x=o dopo le di Se renila. 



la quale lia Del cago di x=a il medesimo valore, che la prece- 
dente. Facendone la sostituzione nel valore di p, e permutando 
le differenziali, lo che è permesso perchè nel prendere quelle 
differenziali si riguardano le variabili x, y, t, ec. come tra loro 
indipendenti , otterremo 

* ' 1 ■» (m-.y*"— 1 

Questo valore di p si pui> ridurre ad una forma più sempli- 
ce, se li riflette, che esso ti mantiene lo stesso, quando inve- 
ce di u rendere la serie 

composta di m termini si suppone che essa sia continuata all'in- 
finito; perchè par le ragioni addotte di sopra i termini in questa 

y=f=ec.=o. Ma quando la seri' nreenlente è prolungata all'in- 
finito, diventa = — ^ log. ^1 — — 1 dunque sari 

p=r 1 — — . 

A questo valor* li pai) aggiungere 11 termine 
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J— r (£ ih- ) 

1 . o (*-!)*■:""" 

il qu a ]c(44)è= 0 nel «.odi M. log. ^(^J+to;;.^-^) 

r -^r-(è '•=") 
,= ir ■" ■ • _ J . 

» , ■ 

' ' CC ' i.i.. ndy n .i.a...n'dJ > ... 

rfj".A n ... w j 

-...^...«'.........(m-OJ/'"' 

facendo y=o ciopo le differenziazioni rotative ad y,t=o dopo le 
differenziazioni relative a (, ec. , ed 3=0 dopo tutte le differen- 
ziazioni . 

Ho suppoitn die i! fattore x—a non ne abbia altri egualii 
se A conterrà il medesimo fattore i-o, le forinole precedenti 
non ci daranno la aerie, che esprime il valore di u . Infatti la 
forinola 

'•■*•'£ 

dalla quale siamo partiti , richiede die la funzione /f non con- 
tenga x— a nel denominatore j altrimenti i suoi termini divente- 
rebbero infiniti nel caiojdi x=a . Quando adunque vi saranno 
più fattori eguali rappresentati da (1— a}' , converrà seguire un 
metodo analogo a quello; praticalo nel n.° 45. Si porrà ancora 
ottenere la serie, che è il medio aritmetico tra tutte quelle, le 
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qunli nascono dal fattore (x—a)', e si troverà che relativamen- 
te a questa serie media il valore di q a ^, ^ sarà quello trova- 
to precedentemente, purché se ne divida la seconda patte per i. 

4;: 

Siano date adesso line equazioni z=ro,a'=:o tra le variabili 
a ,y ,t,r,ec, le quali sionn reso libeie dai radicali e dalle fra- 
zioni, e si proponga di svolgere una fumione a delle medesimo 
variabili in una serie ordinata per le potenze ed i prodotti di (', 
r, ce. Siccome mediante le due equazioni 3=0 e e'=o si putì 
eliminare x, ed ottenete un'altra equazione in y ,t,r , ec. senza 
1 , così supporremo che la quantità e' non contenga x. Ciò po- 
sto facciamo f=o , r=o,ec. nella equazione z'=o, e sia y^ù 
■uno dei valori di y, che ne risultano, il quale supporrò che non 
ne abbia altri eguali. Ponendo adesso (=0,r=20, ec, ed y=b nel- 
la equazione e=o sìa x=a uno dei valori di x , che se ne ri- 
cavano, e questo ancora sujiinmso uhe non ne abbia altri egua- 
li . Sari z della forma { x - a )J—{y^b)F-lF-rF"~f C . , e s' 
dello forma (y-i)fl— </— r/'-ec. , ove A è funzione di z , F . 
F, F'.ec. funzioni dir, y, t. r, ec. , B funzione di y, ed /, 
/>c. funzioni dìy, r,r,ec. Ora fteendo uso della prima equa- 

=0, . ,...«.<. ^ly^^J^t ,„,„„ m 



zio'ni. Chiamiamo V questo secondo membro, e 
funzione di y, t, r, ec. , la quale se mediante l'equi 
vorremo svolgere per le potenze ed i prodotti di (, r- 
mo, denotando pe»i , il coefficiente di t"r 
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Nella quarta parlo ai polrà omettere il le 

'. , che chiameremo P , e t 

;.i...{m-fl)J X n dy 



Plog.z' n volle per rapporto a t , n' volte 
per rapporto ad r,ec, p fatando poi (=oo.=o, questo ter- 
mine ci porterebbe nella quarta parte una quantità Q della 
forma 

<, = Wra" h-ir-if"- » _ 

ove p tara divisibile per (y—bf , /)' divisibile per (y— *) m— 1 , 
e generalmente p^ divisibile per (y— S)" 1 " - J . Infatti 
f>=/> 



n ( n -, \d*P d*P d*P _ 

F ~ a riti '*™ rftiir "** a ,Ir> 

purché nei secondi re 



f=r=ec.=o in jP prr ottenere il valore di p , tutti qunsti ter- 
ni ini ai annulleranno eccettuato qnplln, nel quale tutti gli ejpo. 
nenti a' ,o", ec. sono zero, ed in conseguenza a=m, o fl=nM-( i 
onde sarà p divisibile per (j-— b) m . La quantità n^-n'^ ' •*• ec - 
aarà composta di termini della forma 

dM, r *oa' a" „ a'-ì n" -dM, a' a" 

n-j^iy-b) t r ...+nMa'(j-b) t r -■ ly-ò) t r. ... 

-Wl' Ma"(y—!>)"t a r" ~~ '...-t-ec.; e posto t=r=pi'..=o spariranno 
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dui valore Hi p' tutti i termini della forma 

/ dM ,dM \, , a „' a" 

^■"V^JH" - «attuati quel!., ne. quali 

Così pure si annulleranno tutti i temi ini' della forma 
nMa'{y—b)"i a ~' r a ..,-m'Ma"(y— bfl" r a '"'...■ho. ad ecce- 
zione ili quelli , nei quali uno degli esponenti a', a", te. sarà 
=1 e tutti gli altri zero, e quindi a=«l— i , 0 a=m. Sarà per- 
tanto y divisibile per (y±J,) m ~~ ' , e nella stessa guisa si di- 
mostrici che p" è divisibile per (y— b) m ~ * e cosi delle altre 
quantità. Siccome adunque in Q sì deve porte y^d> dopo le dif- 
ferenziazioni relative ad y, è cìiìnro che satà Qr: o, e si potrà 
tralasciare il tormine P. E con più forte ragione potranno omet- 
tersi i termini più remoti da! principio della serie di quello, che 
abbiamo ootuiderato. 

Se adesso ripetiamo i ragionamenti usati nel num." antece- 
dente vedremo, che in luogo della serie 



possiamo potre la quantità — ^log.2 . E fatta la sostituzione 
nella quarta patte del valore di g , , e permutate le dif- 
feiimziiili otterremo questa quatto parte cosi espressa 

Jt"..Jr n ..r . J 

1^...0.i.«...is'...ia.a'.S'...(r n - 1 C^" ,- '^ m "" 
ove convien fare t_j — ec™o dopo le differenziazioni relative 
a / , r , ec. , y=J> dopo le differenziazioni relative ad y, ed 
i=a dopo tutte le differenzi azioni . Sarà dunque con queste 
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i.»...B.i.a...n'...i-.**...(m-i) , rf«^ - yr 
Col medesimo metodo potrebbe risolversi il problema, quando 
inno date tre o più equazioni . Noi ci astenghìamo dal più lun- 
gamente parlarne, perchè và sempre crescendo la complicazione 
delle farmele , e a proporzione diminuisce I" utilità che le ne ri- 



La teoria esposta in rriiest'Op ascolo serre ancora alla ri. 
cerca dell'integrale per serie dell'equazioni a differenze parziali 
infinitesime. Sia proposta l'equazione 
d'* d: ,dz , 

éP***=°- 

ove r , 9 , e p sono quantità costanti , e si domandi di espri- 
mere per serie l'integrale completo di casa. Contentandoci in 
primo luogo di un integrale particolare ponghismo 

, „ , dP , d'F . d'F - 

^AF.y^A^A^-^ -^ec. 

•ve J o , A a , eo. sono funzioni di * da determinarsi, 

e Fy uno fnneione arbitraria di y; e soatitnendo qnesto valo- 
re di * nella proposta avremo 

35 
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d'A dA n . 

,d'A dA . 

per delerminare A^, A f , A^.ec. l'equazioni 
d'A AA 

d'A % dA a 

e generalmente * 

(o) £±I+f — £±1+3A SA =o 

Tutto adunque dipanile dalla i Ulcerazione ili questa equa- 
zione, che è, a differenze parziali finito ed infinitesime. L'inte- 
grato di essa (u) è il seguente 

A p =SP< ax jP<!j'^ b - a ') X fdJ<t>. X , 

terminare la funzione arbitraria f.s si osservi, chi si pub soddi- 
sfare alla equaiione (i) con prendere A =e a:B . Pertanto, po- 
siamo , sarà ^sa^a.^r'H^ , „ qui, ,di avremo 

OK'fPdxPj— 1 )* è ove trascur» 
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le funzioni arbitrarie dì p, peiehè nun ho biwgno die d'i un va- 
lore particolare di A . Sarà dunque A = - " / / ' dx ^ clo i 

' {.- '•"~lr") '-n-tr-') l'I 

Per de tei minare le finizioni C ( ^ , ^ , ec. loititnin- 
nio il valoie di ,1^ nella equazione (a) , c riGettendo che 
•*-i-]>a-t-d=o, r t=—a—ò, poito a—b=c troveremo 

''V J ~.« f .,,=° 
• c ,,,.,~ c , „,-?■,,«=> 

« generalmente 

W ' c ,-,, r +,~- c „,,,~ c ,, r *.P°- 



(■") ^,,^.- J ',„, /=»,.,*, ■ 

L'integrale di questo equaiio db è ^V^r) , ove la ci- 
ratteriitìeo £ denota la lomma prcia per rapporto a p \ e per 
determinare la funzione 'V ponendo r=t troveremo 

pertanto .S, ^^^'v .(p-ri)=2.' ,i , cioè 

= plp—>\ -\p— '■* ->) P Ip— ')- lp— r-t -al 



r.jw-i-i ,. 3 .... f ,,r ,. a (r_,) 

e poitovi /i-»-r — i in luogo di p 

„ _ (p- w --i||p-^ f - a)...y fr-^r— i) . 

r,P ••»■•■:•', . "•»■■•(?-'] 
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Se sostituiamo quello valore nella equazione (a"), vedremo che 
tutte le funzioni D , D , ce. sono costanti ; sarà 
dunque 

r.P ....... , ,.....(_.) )■ 

Ora io osservo, chi seni» nulla togliere olia generalità si può 
dare qualunque valore determinato alle costatiti D' , D" , ec. 
Infatti aostituendo in A il valore di C , e lasciando que- 

P ' • P * 

tte costanti sotto una forma indeterminata avremo 

*=* < a-t- D 1 ì-t-3D , - t -D"\d'F 

(~ÌA— t — — 7- ìdT'^- 

Se poi diamo un valore particolare alle costanti, se per esem- 
pio le poDghiamo tutte eguali a zero , troveremo 

Questi due valori di e tono egualmente generali; poiché lenza 
accrescere la generalità del aecoudo vi sì può mettere 

. in modo , che il secondo va- 

_ tendere a giacere il valore di 
queste costanti, affine di ottenere A^ «pressa più aemplice- 
mente determiniamole in modo, che nel valore di A àvaniira 
il termine senza s, cioè ^. Avremo primieramente DSf\ t 
e quindi 

, _ i (HQw-i)(|w-ì)..^i) 

T ' P {-of '- a r 

■ (n- lP+r-' )(p*-*)...(p+ zì ._ D M\ 
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« (accodo r=p 

( w f»j»— Ofap-a) . . . (p+a) 

c =^-J 1 ■ a ir—l 

y ' 1 1 ■ a (p~A) 

onda, perché «vanito» C qualunque aia />, converrà die 

alano eguali a zero tutte le costanti 17', D", . , . D^'. Sa- 
ri pertanto 

_ i (p-rXp-w-OQM-r-a) ■ ■ ■ (jm -Q 



(-*)' 



± l .(ap-ally— 3) ■■■(;>->■■) £ 
J . ». . . . ' ' ' 

Se invece ili prendere -^ c *e aveisimo poito ^ n =e 
clic è un'altro integrale particolare della equazione (i), aire 



Idjr Mj" So/* 

ed è chiaro che il valore trovato di ai cangeri 

, purché «ola vi li muti a in b , e i in a , 
gneaza e in — c. Ondo finalmente 

n pie lo dell 
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49. 

Quealn forma d'integrale cessa di aver luogo, quando la 
due- quantità a e b sono eguali - Pei trovare in questo caso 
l'integrale della proposta ripigliamo il valore di , che allo- 

e "ri He t leu do che A =ze aX uoveremo jt.i=i. Quindi Sarà 



Up~t) *.pt...(ip-a.)'" V'Pf 
Ila equazione {□) , e ricordandoci 
abliiitrou 23-4-7.^:0 otterremo pec 



Il ' ttó F Ldi* ' F 

A =jfe M *— , 

P 1 . . V 

e per conseguenza 

a ±f F . wr d-F _s 111 d-p ■ Y 

V J i.Wj i.*. 3.4 -O-" = 4 S6, '.>'' l 

Ma nel caio di «_e £ eguali io luogo di A^zze ti può ao* 
tlie prendere A =e ax .x, il guai valore toildisia egualmente al- 
la eonazione (1). Ciò posto sarà fU=n, ed 
A^=.SPe aI f l I'dJ*.x; oudc con un discorso simile al prece- 
dente ai troverà 



/ » Cf'l 

a quindi avremo 
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e questo valore (ti s aggiunto all'alno trovato di sopra ci <ì«ri 
l'integrale completo della proposta 

5o. 

A questi medesimi risultati sì piiù giungere con un'alno 
metodo, il quale invero è meno din-Ito , ma aitai più «mplire 
Si ponga iiim U proposta 

in loogo di z la quantità e ma> **V t 0 re m ed n tono costati- 



li ed n la relazione stabilita in questa equazione 
sarà gsi"***™* un integrale particolare della proposta . Si 
■volga alleno in una serie ordinata per le potenza di n li 
quantità s"" , e iia 

e mj: =A^t-A a-t-A^n'-^A^n'-t-f:. , 
avremo moltiplicando per t tty 

*= e na ~ n y=A o é' , r- t -A ì nJV^j^JV^j^JV^, , 
la qual serie ti può mettere sotto la t'orma 

Ora siccome questo valore di ■ proposti!, fattane f i 

sostituzione in essa dovranno svanire se paratamente ■ co'Hiuii-ii- 

«i di' e"^ , ^1 — , ec. a motivo di n qualunque. Quin- 

tly rfy» 

di te in luogo di e"? ponghiamo qualsivoglia funzione arbitin- 
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ria dì y , cioè F.y, svaniranno egualmente dopo la Istituzione i 
coefficienti di F.y,^ , ~ , ohe sono quelli stesi! dì & , 

, — , ec. Dunque soddiifari alla proposta la «eri» 

dy dy 

. „ . dF . d'F . d*F 
z=A o F.y+A i Tx +A % — *A & — -wc. 

e siccome due serie si ottengono par e" 11 , due limili valori 
si avranno per e, e la loro «omnia comprendendo due funzioni 
arbitrarie iarà l'integralo compl-to della propoira. 

Parrebbe a prima villa, che invece di prendere dalla equa- 
zione (e) il valore ili m per n fosse pili semplice di prendere 
quello di n per m. Ma liccome non li avrebbe che una aerie so- 
la per esprimere il valore dì e"* , non li otterrebbe io tal mudo, 
the un integrale particolare, perchè comprenderebbe una sola 
funzione arbitraria. 

Mediante quello metodo, rbe li deve all'illustre Geometra 
Bruaacci, li riduce la ricerca dell'integrale alla evoluzione di 
t mx in una Krie ordinata p«r In potenze intere di n . Al rompi- 
mento di elio li richiede 1' evoluzione della qqantità e mr in tal 
modo eseguita , che ci faccia conoscere il valore generale di ; 
lo che potrà ottenerti per mezzo del teorema dì Laplace (44). 
Trasportando questo teotema alle presenti denominazioni a- 

A -- .pif 

' . ■ - o-.w*"- 1 

ove m—a, m—b sonci 1 fattori della quantità m'-t-vm-t-^, e dob- 
biamo fare n=o dopo le differenziazioni relative ad n, ed m=za 
dopo tutte le differenziazioni . 

Incominciando dall' eiegu ire le di (fé remi azioni relative ad 
n , e facendo poi n=i> avremo 
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£j 3 fe-^»-lj-»j _ >' 

r*t r^ft^-if', 

e quindi sari 

' ...... f*,'- 

Differeniiaodo adesso per rapporto od m otterremo 
ed eeegueodo le difierenaiaaioni di e di (nt—i)~P 



i " F Kjw-.ì . . . (V— Ita-*)-''*' 

Quindi facendo m=a troveremo finalmente' 

(g-njfrj-O 



gn e oi V'-a.-V a-4 l.a...(p-l) i.a(o-o)' l.a...(p-»J 



_ <p-S)(p-*-l){p-l) _ 



j>-3 



^ ..»...". 
il qua) valore combina con quello, ohe abbiamo trovato (4't> 
coli' al Irò metodo . 



11 omo di a^h ci prei-enta il mede.i 
lo al mini. 5 41,. , poiché lV,|uaiione (c) , che allora div 

Tom. HI. (0 ' (m-0) 9n_ ° / .36 
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passato è da se solo insufficiente pér lo ricerco dell' integrale 
dello proposto : mo usando un particolare artifizio potremo giun- 
gere anche iu questo caso ol valore completo dì c. Infatti pren- 
dendo dalla equazioni- {c) il valore di m avremo m=a±l/5n , e 
^B^^rtA _ Sviluppata in «rie lo quanti- 
tà PV* sarà 

e^^ Sn ~,~zy-fc^d n +ZLs nl /to; +ec. , 
onde prendendo due costanti arbitrarie Ce C otterremo il le- 
guentc valr-re panifulari' ili s 

3=re oaM ""^ t^-j:l/Sn-*^aa-i-^Snl/^-Mc.J 

Se facciamo C=C'= — , questo valore di s diventerà 

e ponendo — C'=C= ai cangerà in 

Oia da quest'equazioni (e), (e 1 ), le quali egualmente aoddì- 
sfanno olio proposta, col discorso usato di sopro dedurremo 
l'inrrgrale completo 

Sa. 

Laplace iu uno sua Memoria sull'equazioni a differenze 
parziali pubblicata nel volumi* del!' Accademia di' He Scienze di 
Parigi dell'anno 1773. Asserisce, «he l'equazione da noi con- 
templata 
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se ai uccellini il caio dì $zio, non è suscettìbile d'integrale 
completo ne paia espresso per una serie infinita. La proposi- 
zione di queiro gran Geometra si deve coil interpretate; l'inte- 
grale ciuf essere impatti bile sotto la. torma da lui assegnata alla 
serie, che è la seguente 

la quale progredisce tecondo gl'integrali della funzione arbitra- 
ria. Poiché e italo da esso rigorosamente dimostrato, che una 
tal forma è impossibile qualunque funzione di x ed y sia p ; ma 
la dimostrazione non è applicabile ad uua serie, la qoale pruce- 
da per i dille re ri* in li della funzione arbitraria. Infatti non tulu 
abbiamo trovato possibile il valore di z espresso dalla serie 

ma abbiamo in tutti i casi assegnato il termina generale 

A d?W V . 

ai questa serie. 

'-' " ss. 

y-*JcxzX, essendo h e k costanti, 
t sta in luogo di x ed y le nuove va- 

letodi precedenti ne dedurremo il va- 
espresso per serie infinita, clip conterrà due funzioni 
e di u o di ( , cioè di y*-hx 0 di y-*-kx . Quindi potre- 
mo avere l'integrale della proposta sotto infinite forme diverse 
tecondo gl'infiniti vaimi , che possi a ino dare alle costanti h c k . 
Posta k=o la trasformata diventerà 

la quale è affatto simile alla propoita, e la proposta >i cangia in 
questa, se ai pone u o sia y-t-hx iu luogo di x, -2. — A in 
luogo di y, in luogo di 3, e invece di (/. In quello caso si 
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troverà la nuova serie ohe esprime il valore di s senan nuovo 
calcolo , e batterà Tare i precedenti cangiamenti nel valore tro- 
valo di A . 

P 54. 
Le medesime trasfoTm anioni potranno qualche volta con- 
durci a tiovare l'integrale completo di quell'equazioni , che non 
• .-«""o sotto la forma primitiva. Prendiamo per etempio 



dopo la sostituzione m 



Moltiplicando per e"? avremo 

Quindi col discolo usato di sopra vedremo che dovrà alla pro- 
posta soddisfare anche la forinola più generale 

z=F.y«*'xfFdy+^f. Fdy'+?^f'Fdy>+tc. 
Ma siccome non abbiamo che un solo valore di m, non potre- 
mo ottenere l'integrale completo della proposta, perchi la for- 
inola precedente non comprende che una sola funzione arbj- 



du* 'dadi di' 

ii ponendo per più semplicità A=r , fc 
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— — — -a'*=o 

Se facciamo come sopra 

. _ . dF . d'F . d'F 
o i di a ili' Sdf 

ove A , A , A a , ec. sono funiioni di u, e n 
valore in luogo di z , troveremo tra le quantità A o , A^, A^, 
ec. le medesime «lesioni , che es il tono tra le quantità A ^ , A^, 
A^, ec. ; ond'é facile vedere che potremo dare u z la forma se- 
guente 

, „ , d'F . d'F . d'F 
z=iA ( F.t-t-A i —'^' i'm' ì3m ec ' 
Ciò posto se siist 

A , A , ec. Vequaiion! 

d'A 

d'A 



quello che conviene al caio presente, purché vi li ponga u o 
sia y-t-x in luogo di x , —a in luogo di b , e l'uniti in luo- 
go di S . Dal valore rli A p si dedurrà quello di B , M nel 
primo ai muterà a in —a; e la tornitila 
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É fucilo il vedere che i metodi esposti si possono nmilìnaro 
all' equazioni della medesima forma di un ordine più elevalo e 
tra un più gran numero di variabili. Non è noi ir' oggetto ili 
trattenerci di più in queste ricerche , e solo ne abbiamo parl.ito 
per mostrare l'uso che in esse può avere il calcolo dell'equazio- 
ni a differenze parziali finite ed infinitesime. Gli esempj addetti 
dimostrano mani fellamente quanta sia l'utilità di tal calcolo in 
tutta la dottrina delle serie, e quanto per conseguenza impuiti 
di coltivare e promuovere questo nuovo ramo di analisi. 



DEGLI OPUSCOLI CONTENUTI 
IN QUESTO TOMO. 



Prefazioni dell Autore. 

Opuscolo 1. Esposi?.:,»!!! liei jirincipj del Calcola Dìjferenzia- 

le secondo il metodo di Lapange Pag, i 

Opuscolo li. Sulla Risoluzione dcW equazioni gg 

Opuscolo IH. Dell' equazioni a differenze parligli finii» ed in- 
finitesime 16S 
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